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R e s e a r c h  A rti cl e

A s a d oll a h A g h aj a ni a n d J u h a Ki n n u n e n *

S u p e r s ol uti o n s t o n o n a ut o n o m o u s C h o q u a r d
e q u ati o n s i n g e n e r al d o m ai n s

htt p s:// d oi. or g/1 0.1 51 5/ a n o n a- 2 0 2 3- 01 0 7

r e c ei v e d  M ar c h 1 8, 2 0 2 3; a c c e pt e d J ul y 2 5, 2 0 2 3

A b st r a ct: W e c o n si d e r t h e n o nl o c al q u a sili n e a r elli pti c p r o bl e m:

( ) ( )(( ( ( )))( )) ( ( ))− =u x  H x  I  Qf  u  x  g u xΔ *  i n Ω ,m α
β

w h e r e Ω i s a s m o ot h d o m ai n i n N , ≥β 0 , Iα , < <α N0 , st a n d s f o r t h e Ri e s z p ot e nti al, [ ) [ )→ ∞f g  a, : 0, 0, ,

< ≤ ∞a0 , a r e  m o n ot o n e n o n d e c r e a si n g f u n cti o n s  wit h ( )  ( ) >f s  g s, 0 f o r >s 0 , a n d →H Q, : Ω a r e n o n-

n e g ati v e  m e a s u r a bl e f u n cti o n s.  W e p r o vi d e e x pli cit q u a ntit ati v e p oi nt wi s e e sti m at e s o n p o siti v e  w e a k s u p e r-

s ol uti o n s.  A s a n a p pli c ati o n,  w e o bt ai n b o u n d s o n e xt r e m al p a r a m et e r s of t h e r el at e d n o nli n e a r ei g e n v al u e

p r o bl e m s i n b o u n d e d d o m ai n s f o r v a ri o u s n o nli n e a riti e s f a n d g s u c h a s ( )+e u, 1u p , a n d ( )− −u1 p , >p 1 . W e

al s o di s c u s s t h e Li o u vill e-t y p e r e s ult s i n u n b o u n d e d d o m ai n s.

K e y w o r d s: q u a sili n e a r elli pti c e q u ati o n s, m - L a pl a c e o p e r at o r, Li o u vill e-t y p e t h e o r e m s, ei g e n v al u e p r o bl e m s

M S C 2 0 2 0: 3 5J 9 2, 3 5 A 2 3, 3 5 B 0 9, 3 5 B 5 3, 4 7J 1 0

1 I nt r o d u cti o n

T hi s  w o r k di s c u s s e s p o siti v e s u p e r s ol uti o n s t o t h e n o nl o c al q u a sili n e a r elli pti c p r o bl e m:

( ) ( )(( ( ( )))( )) ( ( ))− =u x  H x  I  Qf  u  x  g u xΔ *  i n Ω ,m α
β ( 1. 1)

wit h ≥β 0 .  H e r e, Ω i s a d o m ai n i n N :

( )  (∣  ( )∣  ( ))= ∇  ∇  < < ∞−u x  u x  u x  mΔ di v , 1 ,m
m 2

i s t h e m - L a pl a c e o p e r at o r a n d

( ( ( )))( ) ( ) ( ) ( ( ))∫= −I  Qf u  x  I  x  y Q y f u y  y* d ,α α

Ω

w h e r e →I :α
N ,

( )
∣ ∣

= =

⎛
⎝

⎞
⎠

⎛
⎝

⎞
⎠

−

−

I x
A

x
A

π

, wit h

Γ

Γ 2

,α
α

N α α

N α

α α

2

2

N
2

w hi c h i s t h e Ri e s z p ot e nti al of o r d e r < <α N0 .  W e a s s u m e t h at
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( C) [ ) [ )→ ∞f g  a, : 0, 0, , < ≤ ∞a0 , a r e t h e  m o n ot o n e n o n d e c r e a si n g f u n cti o n s  wit h ( )  ( ) >f s  g s, 0 f o r >s 0 .

M o r e o v e r,  w e a s s u m e t h at →H Q, : Ω a r e n o n n e g ati v e  m e a s u r a bl e f u n cti o n s.

O u r  m oti v ati o n f o r t h e st u d y of ( 1. 1 ) c o m e s f r o m t h e g e n e r al C h o q u a r d e q u ati o n:

( )  (  )( ) ( )− =u x  I  u  x u xΔ *  i n Ω ,α
p q ( 1. 2)

a n d s o m e of its v a ri a nts h a v e r e c ei v e d a l ot of att e nti o n i n t h e lit e r at u r e [1 , 4, 5, 8,1 2– 1 7,2 3 – 2 6, 2 8, 3 0, 3 3, 3 4, 3 6 – 41, 4 6]. F o r

= =α p 2 , =q 1 , a n d =Ω 3 , P r o bl e m (1. 2)  w as i nt r o d u c e d i n [ 4 2] a n d it is k n o w n as t h e C h o q u a r d o r C h o q u a r d-

P e k a r e q u ati o n. It a ris es, f or e x a m pl e, as a  m o d el i n q u a nt u m t h e or y of a P ol a r o n at r est [1 9, 4 2], a n el e ct r o n t r a p p e d

i n its o w n h ol e, i n a n a p p r o xi m ati o n t o t h e H a rtr e e- F o c k t h e o r y of o n e- c o m p o n e nt pl as m a [ 3 4], a n d i n a s elf-

g r a vit ati n g  m att e r  m o d el (s e e [ 3 2, 3 5]),  w h e r e it is r ef e r r e d t o as t h e S c h r ö di n g e r- N e wt o n e q u ati o n.

U si n g n o n v a ri ati o n al  m et h o d s,  M o r o z a n d S c h afti n g e n [ 3 7 ] o bt ai n e d s h a r p c o n diti o n s f o r t h e n o n e xi st e n c e

of n o n n e g ati v e s u p e r s ol uti o n s t o ( 1. 2) i n a n e xt e ri o r d o m ai n of N , ≥N 3 . T h e y a c c o m pli s h e d t hi s b y u si n g

n o nl o c al v e r si o n of t h e  A g m o n- All e g r ett o- Pi e p e n b ri n k p o siti vit y p ri n ci pl e a n d a n i nt e g r al v e r si o n of t h e

c o m p a ri s o n p ri n ci pl e f o r t h e L a pl a ci a n i n e xt e ri o r d o m ai n s.  V e r y r e c e ntl y,  G h e r g u et al. [ 2 3] st u di e d t h e

e xi st e n c e a n d n o n e xi st e n c e of p o siti v e s u p e r s ol uti o n s f o r t h e q u a sili n e a r elli pti c p r o bl e m:

(  )  (  )( ) ( )− ∇ =x u  u  I  u  x u xdi v , , * i n  Ω,α
p q

f o r a l a r g e cl a s s of o p e r at o r s,  w hi c h i n cl u d e s t h e m - L a pl a c e a n d t h e m - m e a n c u r v at u r e o p e r at o r s, a n d

o bt ai n e d o pti m al r a n g e s of e x p o n e nt s p q, , a n d α f o r  w hi c h p o siti v e s ol uti o n s e xi st.

T hi s  w o r k p r o vi d e s p oi nt wi s e e sti m at e s o n p o siti v e  w e a k s u p e r s ol uti o n s t o ( 1. 1 ).  W e e m p h a si z e t h at  w e

all o w =β 0 , a n d h e n c e, o u r r e s ult s a p pl y t o q u a sili n e a r e q u ati o n s

( )  ( ) ( ( ))− =u x  H x g u xΔ i n Ω .m

O u r a p p r o a c h i s b a s e d o n t h e  m a xi m u m p ri n ci pl e a n d t h u s a p pli e s t o  m a n y n o nl o c al q u a sili n e a r elli pti c

p r o bl e m s. F o r i n st a n c e, a s a n a p pli c ati o n of o u r  m ai n r e s ult s ( T h e o r e m s 2. 3 a n d 2. 5),  w e o bt ai n t h e Li o u vill e-

t y p e r e s ult s f o r

( )  ( )
( ) ( )

∣ ∣
( )∫− =

⎛

⎝
⎜

−

⎞

⎠
⎟−

u x  H x
Q y u y

x y
y u xΔ d in Ω ,m

p

N α

β

q

Ω

i n a n u n b o u n d e d d o m ai n Ω s u c h a s N , { }⧹ 0N , e xt e ri o r d o m ai n s o r  m o r e g e n e r al u n b o u n d e d d o m ai n s  wit h

t h e p r o p e rt y

( )
( )

∣ ∣∣ ∣

∂ = ∞ = ∞
∈ ∈ → ∞

x
d x

x
s u p di st ,  Ω a n d/ o r li m s u p
x x x

s
Ω Ω ,

Ω

f o r s o m e < <s0 1 ,  wit h t h e  w ei g ht s ( )  ( )  ∣ ∣=H x Q x  x, γ , e γ x 1 o r ∣ ∣x γ
1 , >γ 0 .

W e al s o c o n si d e r t h e ei g e n v al u e p r o bl e m:

( )  ∣ ∣ (  ( )( ))  ( ( ))⎧
⎨
⎩

− =

>

u x  λ x  I  f  u  x  g u x

u

Δ *  i n Ω ,

0 i n Ω ,

m
γ

α
β

( 1. 3)

w h e r e Ω i s a b o u n d e d d o m ai n i n N a n d f a n d g s ati sf y ( ) a n d s o m e f u rt h e r a s s u m pti o n s. T h e e xt r e m al

p a r a m et e r of P r o bl e m ( 1. 3 ) i s d efi n e d a s:

{ }= > ( )λ λ* s u p 0: 1. 3  h a s a p o siti v e s u p e r s ol uti o n . ( 1. 4)

Wit h = =β γ 0 a n d  wit h t h e z e r o  Di ri c hl et b o u n d a r y c o n diti o n, P r o bl e m ( 1. 3 ) b e c o m e s

( )  ( ( ))⎧
⎨
⎩

− =

= ∂

u x  λ g u x

u

Δ i n Ω,

0 o n Ω,

m
( 1. 5)

w h e r e [ ) →g a: 0, , < ≤ ∞a0 , i s a n i n c r e a si n g s m o ot h f u n cti o n s u c h t h at ( ) >g 0 0 a n d
( )

= ∞↗ −li ms a
g s

s m 1 , i s

i nt e r e sti n g al r e a d y i n t h e c a s e =m 2 . T y pi c al e x a m pl e s of n o nli n e a riti e s g a r e e u , ( )+ u1 p , a n d ( )− −u1 p f o r
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> −p m 1 .  U n d e r t h e a s s u m pti o n s o n g , it i s k n o w n t h at t h e r e e xi st s a n e xt r e m al p a r a m et e r < < ∞λ0 * s u c h

t h at if < <λ λ0 * , t h e n P r o bl e m ( 1. 5) a d mit s a  mi ni m al r e g ul a r s ol uti o n u λ ,  w hil e if >λ λ * , t h e n it a d mit s n o

r e g ul a r s ol uti o n. F u rt h e r m o r e, t h e f a mil y { }u λ i s i n c r e a si n g i n λ , e v e r y u λ i s st a bl e a n d  w e  m a y c o n si d e r

= →u u* li mλ λ λ* ,  w hi c h i s a  w e a k s ol uti o n of ( 1. 5)  wit h =λ λ * . T h e s ol uti o n u * i s al s o st a bl e, a n d it i s c all e d

t h e e xt r e m al s ol uti o n ( s e e [ 7, 1 1]). R e g ul a rit y p r o p e rti e s of t h e e xt r e m al s ol uti o n u * a n d e sti m at e s f o r t h e

e xt r e m al p a r a m et e r λ * of P r o bl e m ( 1. 5) h a v e att r a ct e d a l ot of att e nti o n.

W e c o n si d e r t h e f oll o wi n g s p e ci al c a s e of ( 1. 3 )  wit h a si n g ul a r n o nli n e a rit y

( )  ∣ ∣
( ( )) ( ( ))

( )
⎪

⎪ ⎜ ⎟

⎧

⎨

⎩

− =
⎛

⎝ −

⎞

⎠ −

< <

u x  λ x  I
u x  u x

u x

Δ *
1

1

1

1
i n  Ω,

0 1 i n Ω,

m
γ

α p

β

q ( 1. 6)

w h e r e >p q, 0, ( )= =B BΩ 0R R a n d p r o v e t h at t h e e xt r e m al p a r a m et e r of P r o bl e m ( 1. 6 ) s ati sfi e s

( ) ( )⎜ ⎟⎜ ⎟≤
⎛

⎝

⎞

⎠
+ +

⎛

⎝

+ +

+ +  −

⎞

⎠
−

−

− + +λ
α

N ω  A
γ N  α β

α β m γ

β p q  m
R* , 1

1
,

N α

β m

α β  m γ1

1

( 1. 7)

w h e r e
( )

=
+

ω N
π

Γ 1

N

N

2

2

i s t h e v ol u m e of t h e u nit b all i n N a n d st a n d s f o r t h e b et a f u n cti o n.  N ot e t h at P r o bl e m

( 1. 6)  wit h =β 0 b e c o m e s

( )
∣ ∣

( ( ))

( )

⎪

⎪

⎧

⎨

⎩

− =
−

< <

u x
λ x

u x

u x

Δ
1

i n  Ω,

0 1  i n Ω.

m

γ

q ( 1. 8)

T hi s e q u ati o n a p p e a r s i n t h e s o- c all e d  M E M S ( mi c r o- el e ct r o- m e c h a ni c al s y st e m s) t e c h n ol o g y. I n t h e t w o-

di m e n si o n al c a s e  wit h =q 2 , t hi s e q u ati o n  m o d el s a st e a d y st at e of a si m pl e  M E M S d e vi c e, c o n si sti n g of a

di el e ct ri c el a sti c  m e m b r a n e c o v e r e d b y a t hi n c o n d u cti n g fi l m att a c h e d t o ∂ Ω .  H e r e, λ i s p r o p o rti o n al t o t h e

a p pli e d v olt a g e, a n d t h e p e r mitti vit y p r o fi l e ∣ ∣x γ all o w s f o r v a r yi n g di el e ct ri c p r o p e rti e s of t h e  m e m b r a n e ( s e e

[ 1 8, 2 0, 2 1, 2 7, 2 9]). Si n c e λ * i s t h e c riti c al v olt a g e b e y o n d  w hi c h a s n a p-t h r o u g h o c c u r s a n d u * i s t h e o pti m al

m e m b r a n e d e fl e cti o n, it i s i m p o rt a nt f o r t h e d e si g n of  M E M S d e vi c e s t o k n o w h o w t h e c riti c al v olt a g e λ * ( c all e d

p ull-i n v olt a g e) a n d t h e p ull-i n di st a n c e ‖ ‖ ∞u * L d e p e n d o n t h e  m e m b r a n e g e o m et r y a n d p e r mitti vit y p r o fi l e

[ 1 8, 2 0].  O u r  m ai n r e s ult gi v e s a n e x pli cit u p p e r b o u n d ( 1. 7) f o r λ * a n d l o w e r b o u n d f o r ‖ ‖ ∞u λ f o r a n y p o siti v e

s u p e r s ol uti o n u λ .  A s f a r a s  w e a r e a w a r e, t hi s r e s ult i s n e w f o r P r o bl e m ( 1. 3) e v e n f o r t h e cl a s si c al c a s e =β 1 .

2  M ai n r e s ult s

W e b e gi n  wit h a d e fi niti o n of  w e a k s ol uti o n t o ( 1. 1 ).

D e fi niti o n 2. 1. L et < < ∞m1 , ≥β 0 , < <α N0 a n d a s s u m e t h at ⊂Ω N i s a d o m ai n.  A f u n cti o n ( )∈u W Ωm
l o c
1, i s

a p o siti v e  w e a k s u p e r s ol uti o n t o ( 1. 1 )

(i) if >u 0 a n d

( )
( ) ( ( ))

∣ ∣
( ( ))  (  )∫

⎛

⎝
⎜

−

⎞

⎠
⎟ ∈

−
H x

Q y f u y

x y
y g u x  Ld Ω ;

N α

β

Ω

l o c
1

(ii) if >β 0 , t h e n u s ati s fi e s

( ) ( ( ))

∣ ∣
∫

+
< ∞

−

Q y f u y

y
y

1
d ;

N α

Ω

(iii) f o r a n y ( )∈ ∞ϕ C Ωc wit h ≥ϕ 0 ,  w e h a v e
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∣ ( )∣ ( ) ( ) ( )(( ( ( )))( )) ( ( )) ( )∫ ∫∇ ∇ ⋅ ∇ ≥−u x  u x  ϕ x  x  H x  I  Qf  u  x  g u x  ϕ x  xd *  d .m
α

β

Ω

2

Ω

F o r ∈x Ω a n d ( )  ( )< <  =  ∂r d x  x0 d is t , ΩΩ ,  w e d e n ot e

( )  (  )  ( )  (  )  ( )  (  )
( ) ( ) ( )

= =  =
∈ ∈  ∈

m r  u y  H r  H y  Q r  Q yi nf , i nf , a n d i nf ,x
y B x

x
y B x

x
y B xr r r

( 2. 1)

w h e r e i nfA d e n ot e s t h e e s s e nti al i n fi m u m o n t h e s et A a n d ( )  {  ∣  ∣  }= ∈  − <B x y  y x r:r
N i s t h e o p e n b all  wit h

t h e c e nt e r x a n d r a di u s >r 0 .

R e m a r k 2. 2. W e n ot e t h at if ( )∈u W Ωm
l o c
1, i s a s ol uti o n t o ( 1. 1), t h e n it i s a  w e a k s u p e r s ol uti o n t o t h e m - L a pl a c e

e q u ati o n. B y [ 3 1, T h e o r e m 3. 6 3],  w e c o n cl u d e t h at u i s l o c all y e s s e nti all y b o u n d e d f r o m b el o w a n d t h at t h e r e

e xi st s a l o w e r s e mi c o nti n u o u s r e p r e s e nt ati v e of u t h at s ati sfi e s

( ) ( )=
→

u x u ye s s li mi nf
y x

f o r e v e r y ∈x Ω .  H e r e,

( )
( )

=
→ →

u y ue s s li mi nf li m e s s i nf .
y x r B x0 r

I n p a rti c ul a r,

( )  ( )  ( )= =
→

m m r u x0 li m .x
r

x
0

W e a k s u p e r s ol uti o n s t o ( 1. 1 ) a r e, a p ri o ri , d efi n e d o nl y u p t o a s et of L e b e s g u e  m e a s u r e z e r o, b ut t h e af o r e-

m e nti o n e d l o w e r s e mi c o nti n u o u s r e p r e s e nt ati v e all o w s u s t o di s c u s s p oi nt wi s e d e fi n e d s u p e r s ol uti o n s.  W h e n

it i s u s ef ul,  w e  m a y r e pl a c e u b y it s l o w e r s e mi c o nti n u o u s r e p r e s e nt ati v e d e n ot e d a g ai n b y u .

T h e f oll o wi n g p oi nt wi s e e sti m at e i s o u r  m ai n r e s ult.

T h e o r e m 2. 3. L et < < ∞m1 , ≥β 0 , < <α N0 a n d a s s u m e t h at ⊂Ω N i s a d o m ai n.  A s s u m e t h at f g H, , , a n d Q

s ati sf y ( ) a n d l et u b e a p o siti v e s u p e r s ol uti o n t o ( 1. 1) i n Ω . T h e n ,

( ( ) ( )) (  ( ) ( ) )

( )

( )

∫ ∫≥− − +− −f s g s  s  C  s  H s Q s  sd d ,

m r

u x

β
α β N
m

r

α β
x x

β
, ,

1
1

0

1

x

m m
1

1
1

1 ( 2. 2)

f o r e v e r y ∈x Ω a n d ( )< <r d x0 Ω , wit h

( )∫= ⎛
⎝

⎞
⎠

−−C
N ω  A

α
t t t1 d .α β N

N α
β

N α β
, ,

0

1

1 ( 2. 3)

H e r e ,
)(

=
+

ω N
π

Γ 1

N

N

2

2

i s t h e v ol u m e of t h e u nit b all i n N .

P r o of. L et ∈x Ω wit h ( )< <r d x0 Ω . F r o m  D efi niti o n 2. 1 ,  w e o bt ai n

∣ ( )∣ ( ) ( ) ( ) ( ( ))(( ( ( )))( )) ( )

( ) ( )

∫ ∫∇ ∇ ⋅ ∇ ≥−u z  u z  ϕ z  z  H z g u z  I  Qf  u  z  ϕ z  xd * d

B x

m

B x

α
β2

r r

f o r e v e r y ( ( ))∈ ∞ϕ C B xc r wit h ≥ϕ 0 . F o r s h o rt,  w e  w rit e

( ) ( ) ( ( ))(( ( ( )))( )) ( )− ≥u z  H z g u z  I  Qf  u  z  B  xΔ * i n .m α
β

r

F o r ( )∈z B xr ,  w e s et ∣ ∣= −  −r r x zz . T h e n,  w e h a v e ∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣  ∣ ∣− ≤ − + − < + − =y x  y z  x z  r  x z rz f o r ( )∈y B zrz ,

w hi c h i m pli e s t h at ( )∈y B xr .  W e o b s e r v e t h at
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( ) ( ( ))(( ( ( )))( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))

( ) (  ( ))  ( )  (  ( ))
∣ ∣

( )

( )

∫

∫

∫

=
⎛

⎝
⎜ −

⎞

⎠
⎟

≥
⎛

⎝
⎜ −

⎞

⎠
⎟⎟

≥
⎛

⎝
⎜

−

⎞

⎠
⎟⎟−

H z g u z  I  Qf  u  z  H z g u z  I  z  y Q y f  u y  y

H r g m r  I z  y Q y f u y  y

H r g m r  Q r  f m r
A

z y
y

* d

d

d

α
β

α

β

x x

B z

α

β

x x x
β

x
β

B z

α

N α

β

Ω

r z

r z

f o r al m o st e v e r y ( )∈z B xr .  A si m pl e c al c ul ati o n gi v e s

∣ ∣  ∣ ∣
( ) ( )

∫ ∫ ∫

∫

∫

−
=

−

=

=

=

−

∂

−

−
−

−

A

z y
y

A

z y
σ s

A

s
N ω s s

N ω  A s s

N ω  A

α
r

d d d

d

d

,

B z

α

N α

r

B z

α

N α

r

α

N α N
N

N α

r

α

N α
z
α

0

0

1

0

1

r z

z

s

z

z

w hi c h i m pli e s t h at

∣  ( )∣  ( )  ( )

( ) (  ( ))  ( )  (  ( ))  (  ∣  ∣)  ( )

( )

( )

∫

∫

∇ ∇ ⋅ ∇

≥ ⎛
⎝

⎞
⎠

− −

−u z  u z  ϕ z  z

N ω  A

α
H r g m r  Q r  f m r  r  x  z  ϕ z  z

d

d

B x

m

N α
β

x x x
β

x
β

B x

α β

2

r

r

f o r e v e r y ( ( ))∈ ∞ϕ C B xc r wit h ≥ϕ 0 , i. e.,

( ) ( ) (  ( ))  ( )  (  ( )) (  ∣  ∣)  ( )− ≥ ⎛
⎝

⎞
⎠

− −u z
N ω  A

α
H r g m r  Q r  f m r  r  x  z  B xΔ i n .m

N α
β

x x x
β

x
β α β

r ( 2. 4)

W e c o n si d e r a n a u xili a r y f u n cti o n

( )  (∣ ∣)  (  )

∣ ∣

∫ ∫= =
⎛

⎝
⎜

⎛
⎝

⎞
⎠

−
⎞

⎠
⎟

−
−

z z
t

s
t t  sΦ Φ 1 d d ,

z

s
N

α β

1

0

1
m

1
1

w hi c h i s t h e u ni q u e r a di al s ol uti o n of

( )  (  ∣ ∣)  ( )

( )  ( )

⎧
⎨
⎩

− = −

′ =  =

z z BΔ Φ  1  i n  0 ,

Φ 0  Φ 1  0.

m
α β

1

B y a s c ali n g a n d t r a n sl ati o n a r g u m e nt,  w e o b s e r v e t h at t h e f u n cti o n

( )
∣ ∣

= ⎛
⎝

− ⎞
⎠

+

−z r
z x

r
Ψ Φ

m α β

m 1

i s a s ol uti o n t o

( )  (  ∣  ∣)  ( )

( )

⎧
⎨
⎩

− = − −

= ∂

z r z x  B x

B x

Δ Ψ i n  ,

Ψ 0 o n  .

m
α β

r

r

S u p er s ol uti o n s t o n o n a ut o n o m o u s C h o q u ar d e q u ati o n s  5



F r o m ( 2. 4 ),  w e o bt ai n

( ) ( ) (  ( ))  ( )  (  ( )) (  ∣  ∣)

( ) (  ( ))  ( )  (  ( ))  ( )  ( )

− ≥ ⎛
⎝

⎞
⎠

− −

≥ − ⎛
⎝

⎞
⎠

u z
N ω  A

α
H r g m r  Q r  f m r  r  x  z

N ω  A

α
H r g m r  Q r  f m r  z  B x

Δ

Δ Ψ  i n  .

m
N α

β

x x x
β

x
β α β

N α
β

x x x
β

x
β

m r

L et ( )  ( )  ( )= −v z  u z  m  rx , ( )∈z B xr , a n d

( )  ( )  (  ( ))  ( )  (  ( ))  ( )  ( )= ∈− − − −w z  A H  r  g m  r  Q  r  f  m  r  z  z  B  xΨ ,  ,x x x x rm m

β

m

β

m
1

1
1

1 1  1

wit h

= ⎛
⎝

⎞
⎠

−

A
N ω  A

α
.

N α

β

m 1
( 2. 5)

B y t h e f a ct s t h at Δ m i s p o siti v el y h o m o g e n e o u s of o r d e r −m 1 a n d t h at c o n st a nt s c a n b e a d d e d t o a s ol uti o n,  w e

o bt ai n

( )  ( )  ( )− ≥ −v z  w z  B  xΔ Δ i n ,m m  r

i. e.,

∣  ( )∣  ( )  ( )  ∣  ( )∣  ( )  ( )

( ) ( )

∫ ∫∇ ∇ ⋅ ∇ ≥ ∇  ∇ ⋅ ∇− −v z  v z  ϕ z  z  w z  w z  ϕ z  zd d

B x

m

B x

m2 2

r r

f o r e v e r y ( ( ))∈ ∞ϕ C B xc r wit h ≥ϕ 0 . Si n c e ≥v 0 o n ( )∂ B xr a n d =w 0 o n ( )∂ B xr , b y a c o m p a ri s o n r e s ult, s e e

T ol k s d o rf [ 4 5 ] o r [ 4 3, C o r oll a r y 3. 4. 2],  w e h a v e ≥v w i n ( )B xr . It f oll o w s t h at

( )  ( )  ( )  (  ( ))  ( )  (  ( ))
∣ ∣

− ≥ ⎛
⎝

− ⎞
⎠

− − − −

+

−u z m r A H r g m r  Q r f m r  r
x z

r
Φx x  x x xm m

β

m

β

m

m α β

m
1

1
1

1 1  1 1

i n ( )B xr . Si n c e Φ i s d e c r e a si n g,  w e h a v e
∣ ∣⎛

⎝
⎞
⎠

≥ ⎛
⎝

⎞
⎠

−
Φ Φ

x z

r

h

r
f o r ( )∈z B xh wit h < <h r0 . It f oll o w s t h at

( )  ( )  ( )  (  ( ))  ( )  (  ( ))− ≥
⎛
⎝

⎞
⎠

− − − −

+

−u z m r A H r g m r  Q r f m r  r
h

r
Φ .x x  x x xm m

β

m

β

m

m α β

m
1

1
1

1 1  1 1

B y t a ki n g e s s e nti al i n fi m u m o n t h e l eft- h a n d si d e o v e r ( )∈z B xh ,  w e o bt ai n

( )  ( )  ( )  (  ( ))  ( )  (  ( ))− ≥
⎛
⎝

⎞
⎠

− − − −

+

−m h  m r  A H r  g m r  Q r  f m r  r
h

r
Φ ,x x  x  x x xm m

β

m

β

m

m α β

m
1

1
1

1 1  1 1

a n d t h e n di vi di n g b ot h si d e s b y −r h ,  w e a r ri v e at

( )  ( )
( )  (  ( ))  ( )  (  ( ))

−

−
≥

⎛
⎝

⎞
⎠

−
− − − −

+

−
m h  m r

r h
A H r g  m r  Q r f  m r r

r h

Φ

.
x x

x x x x

h

r
m m

β

m

β

m

m α β

m
1

1
1

1 1  1 1

B y l etti n g →h r a n d u si n g t h e f a ct t h at

( )
( )∫

⎛
⎝

⎞
⎠

−
= −

′
=

⎛

⎝
⎜ −

⎞

⎠
⎟

→

−

−

r h  r  r
t t tli m

Φ
Φ 1  1

1 d ,
h r

h

r
N α β

0

1

1

m
1

1

w e o bt ai n t h e f oll o wi n g o r di n a r y di ff e r e nti al i n e q u alit y  wit h a n i niti al v al u e c o n diti o n:

( )  ( )  (  ( ))  ( )  (  ( ))

( )  ( ( ))

( )  ( )

∫

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

− ′ ≥

⋅
⎛

⎝
⎜ −

⎞

⎠
⎟ ∈

=

−

− − − −

+

−

−

m r  A H r  g m r  Q r  f m r  r

t t t  r d x

m u x

1 d  a. e  0,  ,

0 .

x x x x x

N α β

x

0

1

1
Ω

m m

β

m

β

m

α β

m

m

1
1

1
1 1  1

1

1

1
1

( 2. 6)
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Di vi di n g t h r o u g h b y ( ( ))  ( ( ))− −g m r  f m rx xm

β

m
1

1 1 ,  w e  m a y r e w rit e ( 2. 6) a s:

( ) ( )  ( ) (  ( ))′ ≥ ∈−
+

− − −J r  C  r  H r  Q r  r  d  xa. e. 0, ,α β N
m

x x, ,

1
1

Ω

α β

m m

β

m

1

1
1

1 1 ( 2. 7)

w h e r e ( ( )) →J d x: 0, Ω i s d efi n e d b y:

( )  (  ( ) ( ))

( )

( )

∫= − −J r  f  s g s  sd .

m r

u x

β

x

m
1

1

Si n c e ( )m rx i s n o ni n c r e a si n g a n d f a n d g a r e t h e p o siti v e f u n cti o n s, t h e f u n cti o n J i s n o n d e c r e a si n g. B y t h e

L e b e s g u e di ff e r e nti ati o n t h e o r e m,

( )  ( )  ( )  ( )∫ ′ ≤ − =J s  s  J r  J  J rd 0 .

r

0

T h u s, i nt e g r ati n g ( 2. 7 ) f r o m 0 t o r yi el d s

( ( ) ( )) (  ( ) ( ) )

( )

( )

∫ ∫≥− − +− −f s g s  s  C  s  H s Q s  sd d ,

m r

u x

β
α β N
m

r

α β
x x

β
, ,

1
1

0

1

x

m m
1

1
1

1

w hi c h p r o v e s ( 2. 2 ). □

T h e f oll o wi n g r e s ult i s a n i m m e di at e c o n s e q u e n c e of T h e o r e m 2. 3 wit h =β 0 .

C o r oll a r y 2. 4. L et < < ∞m1 a n d < <α N0 a n d a s s u m e t h at ⊂Ω N i s a d o m ai n.  A s s u m e t h at g a n d  H s ati sf y

( ) a n d l et u b e a p o siti v e s u p e r s ol uti o n t o

( )  ( ) ( ( ))− =u x  H x g u x  i nΔ Ω .m

T h e n ,

( ) (  ( ))

( )

( )

∫ ∫≥− −− −  −g s  s  N  s H  s  sd d ,

m r

u x r

x

0x

m m  m
1

1
1

1
1

1

f o r e v e r y ∈x Ω a n d ( )< <r d x0 Ω . I n p a rti c ul a r, if ≡H 1 , t h e n

( )

( )

( )

∫ ≥
−

− −

−

−g s  s
m

m N
rd

1
,

m r

u x

x

m

m

m
m

1
1

1
1

1

f o r e v e r y ∈x Ω a n d ( )< <r d x0 Ω .

O b s e r v e t h at i n t h o s e p oi nt s ∈x Ω ,  w h e r e ( ) =H x 0x o r ( ) =Q x 0x , t h e ri g ht- h a n d si d e of ( 2. 2) b e c o m e s z e r o;

h e n c e, w e g ai n n ot hi n g. I n t hi s c a s e,  w e h a v e t h e f oll o wi n g r e s ult,  w hi c h c a n b e p r o v e d b y  m a ki n g a sli g ht

m o di fi c ati o n t o t h e p r o of of T h e o r e m 2. 3.  W e o nl y c o n si d e r t h e c a s e  w h e n ( )  ∣  ∣= −H x x x γ
0 f o r s o m e ≥γ 0

a n d ∈x Ω0 .

T h e o r e m 2. 5. L et < < ∞m1 , ≥γ β, 0, < <α N0 , Ω a d o m ai n i n N , a n d ∈x Ω0 . A s s u m e t h at f a n d g s ati sf y ( )

a n d l et u b e a p o siti v e s u p e r s ol uti o n t o

( ) ∣ ∣ (( ( ))( )) ( ( ))− = −u x  x  x  I  f  u  x  g u x  i nΔ *  Ω .m
γ

α
β

0 ( 2. 8)

T h e n ,

( ( ) ( ))

( )

( )

∫ ≥
−

+ +
− −−

+ +

−f s g s  s  C
m

γ α β m
rd

1

m r

u x

β
γ α β γ N
m
, , , ,

1
1

x

m

γ α β m

m

0

0

1
1 1
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f o r e v e r y ( )< <r d x0 Ω 0 , wit h

( )∫= ⎛
⎝

⎞
⎠

−− +C
N ω  A

α
t t t1 d .γ α β N

N α
β

N γ  α β
, , ,

0

1

1 ( 2. 9)

P r o of. A s i n t h e p r o of of T h e o r e m 2. 3 , b y ( 2. 8),  w e o bt ai n

∣  ( )∣  ( )  ( )

( ( )) ( ( ))  ∣  ∣ (  ∣  ∣) ( )

( )

( )

∫

∫

∇ ∇ ⋅ ∇

≥ ⎛
⎝

⎞
⎠

− − −

−u z  u z  ϕ z  z

N ω  A

α
g m  r  f  m  r  z  x  r  x  z  ϕ z  z

d

d

B x

m

N α
β

x x
β

B x

γ α β

2

0 0

r

r

0

0 0

0

f o r e v e r y ( ( ))∈ ∞ϕ C B xc r 0 , ( )< <r d x0 Ω 0 ,  wit h ≥ϕ 0 , i. e.,

( )  ( ( )) ( ( )) ∣  ∣ (  ∣  ∣)  ( )− ≥ ⎛
⎝

⎞
⎠

− − −u z
N ω  A

α
g m  r  f  m  r  z  x  r  z  x  B  xΔ i n .m

N α
β

x x
β γ  α β

r0 0  00 0
( 2. 1 0)

W e c o n si d e r a n a u xili a r y f u n cti o n

( )  (∣ ∣) (  )

∣ ∣

∫ ∫= =
⎛

⎝
⎜

⎛
⎝

⎞
⎠

−
⎞

⎠
⎟

−
−

z z
t

s
t t t sΦ Φ 1 d d ,

z

s
N

γ α β

1

0

1
m

1
1

w hi c h i s t h e u ni q u e r a di al s ol uti o n of

( )  ∣ ∣ (  ∣ ∣)  ( )

( )  ( )

⎧
⎨
⎩

− = −

′ =  =

z z  z  BΔ Φ  1  i n  0 ,

Φ 0  Φ 1  0.

m
γ α β

1

W e o b s e r v e t h at t h e f u n cti o n

( )
∣ ∣

= ⎛
⎝

− ⎞
⎠

+ +

−z r
z x

r
Ψ Φ

0m γ α β

m 1

i s a s ol uti o n t o

( )  ∣  ∣ (  ∣  ∣)  (  )

( )

⎧
⎨
⎩

− = − − −

= ∂

z z x r z x  B x

B x

Δ Ψ i n  ,

Ψ 0 o n  .

m
γ α β

r

r

0 0  0

0

L et ( )  ( )  ( )= −v z  u z  m  rx 0 , ( )∈z B xr 0 , a n d

( ) ( ( ( ))) ( ( )) ( ) ( )= ∈− −w z  A g m  r  f  m  r  z  z  B  xΨ , ,x x r 0m

β

m
0

1
1

0
1

wit h A a s i n ( 2. 5 ). F r o m ( 2. 1 0),  w e o bt ai n

( )  ( )  (  )− ≥ −v z  w z  B  xΔ Δ i n ,m m  r 0

i. e.,

∣  ( )∣  ( )  ( )  ∣  ( )∣  ( )  ( )

( ) ( )

∫ ∫∇ ∇ ⋅ ∇ ≥ ∇  ∇ ⋅ ∇− −v z  v z  ϕ z  z  w z  w z  ϕ z  zd d

B x

m

B x

m2 2

r r0 0

f o r e v e r y ( ( ))∈ ∞ϕ C B xc r 0 ,  wit h ≥ϕ 0 . T h e r e st of t h e p r o of i s q uit e si mil a r t o t h e p r o of of T h e o r e m 2. 3; u si n g t h e

c o m p a ri s o n p ri n ci pl e a n d t h e f a ct t h at t hi s ti m e  w e h a v e

( )
( )∫

⎛
⎝

⎞
⎠

−
=

− ′
=

⎛

⎝
⎜ −

⎞

⎠
⎟

→

− +

−

r h  r  r
t t tli m

Φ
Φ 1  1

1 d ,
h r

h

r
N γ  α β

0

1

1

m
1

1

w e a r ri v e at
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( )  ( )  ( )

( ) ( ( ))

( )  (  )

( ) ( )

∫

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

− ′ ≥

⋅
⎛

⎝
⎜ −

⎞

⎠
⎟ ∈

=

− +

− −

+ +

−

−

m r  A g m r  f m r  r

t t t  r d x

m u x

1 d  a. e  0,  ,

0 .

x x x

N γ  α β

x

0

1

1
Ω 0

0

m

β

m

γ α β

m

m

0 0

1
1

0
1

1

1

1
1

0

( 2. 1 1)

3 E sti m at e s f o r s u p e r s ol uti o n s a n d e xt r e m al p a r a m et e r s

T h e o r e m 2. 3 l e a d s t o e x pli cit e sti m at e s o n s u p e r s ol uti o n s t o ( 1. 1).  A s s u m e t h at f a n d g s ati sf y ( ). L et

( )  (  ( )  ( ))∫= − −J t  f  s g s  sd ,

t

β

0

m
1

1 ( 3. 1)

a n d l et −J 1 b e t h e i n v e r s e f u n cti o n of J . I n t h e n e xt r e s ult,  w e a r e i nt e r e st e d i n t h e c a s e  w h e r e ( ) < ∞J t f o r

s o m e < ≤ ∞t0 , a n d t h e ot h e r c a s e  will b e c o n si d e r e d l at e r i n S e cti o n 4.  A s a n i m m e di at e c o n s e q u e n c e of

T h e o r e m 2. 3 ,  w e h a v e t h e f oll o wi n g.

P r o p o siti o n 3. 1. L et < < ∞m1 , ≥β 0 , < <α N0 a n d a s s u m e t h at ⊂Ω N i s a d o m ai n.  A s s u m e t h at f g H, , , a n d

Q s ati sf y ( ) a n d l et u b e a p o siti v e s u p e r s ol uti o n t o ( 1. 1) i n Ω . T h e n ,

(  ( )  ( ) )  ( ( ))

( )

∫ ≤− + −C s H s Q s s J u xdα β N
m

d x

α β
x x

β
, ,

1
1

0

1 m

Ω

1
1 ( 3. 2)

f o r e v e r y ∈x Ω . H e r e , C α β N, , i s t h e c o n st a nt i n ( 2. 3).

W e p oi nt o ut t h at T h e o r e m 3. 1 gi v e s p oi nt wi s e e sti m at e s f o r p o siti v e s u p e r s ol uti o n s. It f oll o w s f r o m

( 3. 2) t h at

( ) (  ( )  ( ) )

( )

∫≥
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

− − + −u x J C  s H s Q s  sdα β N
m

d x

α β
x x

β1
, ,

1
1

0

1 m

Ω

1
1

f o r e v e r y ∈x Ω . I n p a rti c ul a r, if ≡ ≡H Q 1 , t h e n ( 3. 2) i m pli e s t h at

(  (  ))  (  ( )  ( )) (  )

( )

∫= ≥
−

+
− −−

+

−J u x  f  s g s  s
m

α β  m
C d xd

1
,

u x

β
α β N
m

0

, ,

1
1

Ωm

α β  m

m
1

1 1

f o r e v e r y ∈x Ω , f r o m  w hi c h  w e o bt ai n

( ) ( )⎜ ⎟≥
⎛

⎝

−

+

⎞

⎠
− −

+

−u x J
m

α β  m
C d x

1
α β N
m1
, ,

1
1

Ω

α β  m

m 1 ( 3. 3)

f o r e v e r y ∈x Ω .

N e xt,  w e di s c u s s e sti m at e s f o r t h e e xt r e m al p a r a m et e r d e fi n e d i n ( 1. 4 ).

C o r oll a r y 3. 2. T h e e xt r e m al p a r a m et e r λ * of P r o bl e m ( 1. 3) wit h =γ 0 s ati s fi e s

( )  ( )

( )

⎜ ⎟≤
⎛
⎝

+

−
⎞
⎠

⎛

⎝

⎞

⎠
−

−
−

∈

− +

λ C
α β  m

m
J a  d  x*

1
s u p .α β N

m
m

x

α β  m

, ,
1

1
1

Ω
Ω ( 3. 4)

M o r e o v e r, if u λ i s a p o siti v e s u p e r s ol uti o n t o ( 1. 3) f o r s o m e < ≤λ λ0 * , t h e n

S u p er s ol uti o n s t o n o n a ut o n o m o u s C h o q u ar d e q u ati o n s  9



( ) (  )  ( )⎜ ⎟≥
⎛

⎝

−

+

⎞

⎠
− −

+

−u x J
m

α β  m
λ C d x

1
λ α β N

1
, ,  Ωm

α β  m

m
1

1 1

f o r e v e r y ∈x Ω . H e r e , C α β N, , i s t h e c o n st a nt i n ( 2. 3).

P r o of. P r o p o siti o n 3. 1 wit h ≡ ≡H Q 1 a n d r e pl a ci n g ( )g s wit h ( )λ g s i m pl y t h at

( )

( ( ) ( ))

( ( ))

( )

( )

∫

∫

−

+
=

≤

=

− −

− −

−

+

−

+

−

− −

−

C
m

α β  m
d x  C  s  s

λ f s g s s

λ J u x

1
d

d

α β N
m

α β N
m

d x

u x

β

λ

, ,

1
1

Ω , ,

1
1

0

0

α β  m

m

α β

m

m m

m

1

Ω
1

1

1
1

1
1

1
1

f o r e v e r y ∈x Ω . B y t a ki n g s u p r e m u m o v e r ∈x Ω o n b ot h si d e s a n d r e a r r a n gi n g t h e t e r m s,  w e o bt ai n

( )  ( )

( )

⎜ ⎜⎟ ⎟≤
⎛
⎝

+

−
⎞
⎠

⎛

⎝

⎞

⎠

⎛

⎝

⎞

⎠
−

−

∈

−

∈

− +

λ C
α β  m

m
J u x  d x

1
s u p s u p .α β N

m

x
λ

m

x

α β  m

, ,
1

1

Ω

1

Ω
Ω

T h e l o w e r b o u n d f o r u λ f oll o w s f r o m ( 3. 3). □

E x a m pl e 3. 3. L et ( )= BΩ 0R i n C o r oll a r y 3. 2, a n d n ot e t h at i n t hi s c a s e, ( ) =∈ d x  Rs u p x Ω Ω .

(i) If ( )  ( )= =f s  g s  es , t h e n

( )  (  ( ) ( ))∫ ∫∞ = =  =
−

+

∞

−

∞

−−

+

−J f s g s s e s
m

β
d d

1

1
.β s

0 0

m

β

m
1

1

1

1

B y ( 3. 4 ),  w e h a v e

( )⎜ ⎟≤
⎛

⎝

+

+

⎞

⎠
−

−

− +λ C
α β  m

β
R*

1
.α β N

m

α β  m
, ,
1

1

(ii) If ( )  (  )= +f s  s1 p a n d ( )  (  )= +g s s1 q wit h >p q, 0 a n d + >  −β p q m 1 , t h e n

( )  (  )∫∞ =  +  =
−

+ −  +

∞

−
+

−J s s
m

β p q  m
1 d

1

1
.s

0

β p q

m 1

B y ( 3. 4 ),  w e h a v e

( )⎜ ⎟≤
⎛

⎝

+

+ −  +

⎞

⎠
−

−

− +λ C
α β  m

β p q  m
R*

1
.α β N

m

α β  m
, ,
1

1

(iii) If ( ) { }=f s  s  sm a x ,p p1 2 a n d ( ) { }=g s s sm a x ,q q1 2 wit h

< < +  <  − <  +p q  p q  p β q  m  p β q, 1 , a n d  1 ,1 1  2 2  1  1 2  2

t h e n

( )

( )

( )( )

∫ ∫∞ =  +

=
−

− −  −
+

−

+ − +

=
− + −

+ − +  − −  −

−

∞

−
+

−

+

−J s s s s

m

m β p q

m

β p q  m

β p  p  q  q

β p q  m  m β p q

d d

1

1

1

1

1 1
.

s s

0

1

1

1 1  2 2

2 1  2 1

2 2 1 1

β p q

m

β p q

m
1 1

1
2 2

1

B y ( 3. 4 ),  w e h a v e
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( )( ( )  )

( )( )
( )⎜ ⎟≤

⎛

⎝

+ − + −

+ − +  − −  −

⎞

⎠
−

−

− +λ C
α β  m β p p q q

β p q  m  m β p q
R*

1 1
.α β N

m

α β  m
, ,
1 2 1  2 1

2 2 1 1

1

N e xt,  w e c o n si d e r t h e ei g e n v al u e P r o bl e m ( 1. 6 )  wit h si n g ul a r n o nli n e a riti e s. F o r t h e s a k e of si m pli cit y,  w e

o nl y c o n si d e r t h e c a s e  w h e n ( )= =B BΩ 0R R .  W e o bt ai n t h e f oll o wi n g b o u n d s f o r s ol uti o n s t o ( 1. 6) a n d t h e

r el at e d e xt r e m al p a r a m et e r.

C o r oll a r y 3. 4. T h e e xt r e m al p a r a m et e r of P r o bl e m ( 1. 6) wit h = BΩ R s ati s fi e s

( )⎜ ⎟≤
⎛

⎝

+ +

+ +  −

⎞

⎠
−

−

− + +λ C
α β m γ

β p q  m
R*

1
.γ α β N

m

α β  m γ
, , ,
1

1

( 3. 5)

M o r e o v e r, f o r a n y s ol uti o n u λ t o ( 1. 6), w e h a v e

‖ ‖ ( )  ( )≥ ≥ − −  < ≤∞
−

+ +  −u u λ λ0 1 1 Λ  , 0 * ,λ λ
m

β p q  m
1

1

w h e r e

( )=
+ +  −

+ +
−

+ +

−λ C
β p q  m

γ α β m
RΛ

1
.γ α β N, , , m

γ α β m

m
1

1 1

H e r e , C γ α β N, , , i s t h e c o n st a nt i n ( 2. 9).

P r o of. L et ( )  (  )= − −f s  s1 p a n d ( )  (  )= − −g s λ  s1 q , >p q, 0, a n du λ b e a s ol uti o n t o ( 1. 6 ) i n = BΩ R .  B y T h e o r e m 2. 5,

w e o bt ai n

( ( ) ( )) (  )

( )
( ( ))

( )

( ) ( )

∫ ∫= −

=
−

+ +  −
⎛
⎝

− − ⎞
⎠

≥
−

+ +

−

−

−
−
−

+

−

−
− + +  −

−

+ +

−

f s g s  s λ  s  s

m λ

β p q  m
u

C
m

γ α β m
R

d 1 d

1

1
1 1  0

1
.

u

β

u

s

λ

γ α β N
m

0

0

0

0

, , ,

1
1

λ

m m

λ
β p q

m

m β p q  m

m

γ α β m

m

1
1

1
1 1

1
1 1

1

1

T hi s i m pli e s t h at

‖ ‖ ( )  ( )≥ ≥ − −∞
−

+ +  −u u 0 1 1 Λ ,λ λ
m

β p q  m
1

1

w h e r e

( )=
+ +  −

+ +
−

+ +

−λ C
β p q  m

γ α β m
RΛ

1
.γ α β N, , , m

γ α β m

m
1

1 1

M o r e o v e r, si n c e

( )  (  ( )  ( ))  (  )∫ ∫= = − =
−

+ +  −
− −

+

−J f s g s s  s s
m

β p q  m
1 d 1 d

1

1
,β s

0

1

0

1

m

β p q

m
1

1 1

w e o bt ai n f r o m T h e o r e m 2. 5 t h at

( ) ( )⎜ ⎟≤
⎛

⎝

+ +

+ +  −

⎞

⎠
−

−

− +  +λ C
γ α β m

β p q  m
R*

1
.γ α β N

m

γ α β m
, , ,

1

1

□

R e m a r k 3. 5. C o r oll a r y 3. 4 e xt e n d s s e v e r al k n o w n b o u n d s f o r t h e e xt r e m al p a r a m et e r.

( 1) B y a p pl yi n g C o r oll a r y 3. 4 wit h =β 0 ,  w e o bt ai n t h e b o u n d

≤
−

λ
m N

R
*

m

m

1

f o r t h e e xt r e m al p a r a m et e r λ * of t h e ei g e n v al u e P r o bl e m ( 1. 5 ) i n B R wit h ( ) =g s e s a n d t h e b o u n d
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⎜ ⎟≤
⎛

⎝ − +

⎞

⎠

−

λ
m

q m

N

R
*

1
,

m

m

1

wit h ( )  (  )= +g s s1 q . F o r t h e s e b o u n d s, s e e [ 2, 3, 1 0, 2 2].

( 2) C o r oll a r y 3. 4 wit h =β 0 i m pli e s t h e b o u n d s

( ) ( )⎜ ⎟≤ +
⎛

⎝

+

+ −

⎞

⎠

−

− +λ N γ
m γ

q m
R*

1

m

m γ

1

a n d

‖ ‖ ⎜ ⎟≥ −
⎛

⎝

⎜⎜ −
+ −

+

⎛

⎝ +

⎞

⎠

⎞

⎠

⎟⎟

− +

−∞

−
+ −

u
q m

γ m

λ

N γ
R* 1 1

1 *
L

m γ m

m

1
1

1

m
q m

1
1

f o r t h e p ull-i n v olt a g e λ * a n d p ull-i n di st a n c e ‖ ‖ ∞u * L of t h e ei g e n v al u e P r o bl e m ( 1. 8 ). I n p a rti c ul a r,  w h e n

= =m q2 ,  w e h a v e

( )( )
( )≤

+ +
− +λ

N γ  γ
R*

2

3
γ2

a n d

‖ ‖
( )( )

≥ −  −
+ +

∞
+u

λ

N γ N
R* 1 1

3 *

2
.γ 23

F o r t h e s e b o u n d s, s e e [ 1 8 , 2 0, 2 7, 2 9].

N e xt,  w e di s c u s s a Li o u vill e-t y p e r e s ult f o r t h e a ut o n o m o u s C h o q u a r d e q u ati o n i n a g e n e r al u n b o u n d e d

d o m ai n.

P r o p o siti o n 3. 6. L et ≥p q, 0 wit h + <  −β p q m 1 a n d a s s u m e t h at u i s a p o siti v e s u p e r s ol uti o n t o

( )− =u I u u i nΔ *  Ω .m α
p β  q ( 3. 6)

T h e n ,

( )  (  )≥ ∂
+

− −  −u x C  x  i ndi st ,  Ω  Ω ,
m α β

m β p q1 ( 3. 7)

wit h

⎜ ⎟=
⎛

⎝

− −  −

+

⎞

⎠
−

−
− −  −

C C
m β p q

m α β

1
.α β N

m
, ,

1
1

m
m β p q

1
1

H e r e , C α β N, , i s t h e c o n st a nt i n ( 2. 3).

P r o of. L et ( ) =f u  up , ( ) =g u u q , a n d ≡ ≡H Q 1 i n T h e o r e m 2. 3. Si n c e + <  −β p q m 1 ,  w e h a v e

( ( ) ( )) ( )

( )

( )

( )

( )

∫ ∫= ≤
−

− −  −
− −−

+

−

− −  −

−f s g s  s  s  s
m

m β p q
u xd d

1

1
.

m r

u x

β

m r

u x

x

m

x

β p q

m

m β p q

m
1

1 1

1

1

F r o m ( 2. 2 ),  w e o bt ai n

( ) ∫
−

− −  −
≥ =

−

+
− −

− −  −

−

+

−

+

−
m

m β p q
u x  C  s  s  C

m

m α β
r

1

1
d

1
,α β N

m

r

α β N
m

, ,

1
1

0

, ,

1
1

m β p q

m

α β

m

m α β

m

1

1

1

1 1

f o r e v e r y ( )< <  ∂r x0 di st , Ω . T hi s i m pli e s t h at u s ati s fi e s ( 3. 7 ) f o r e v e r y ∈x Ω . □

R e m a r k 3. 7. T h e n e xt t w o r e s ult s f oll o w i m m e di at el y f r o m P r o p o siti o n 3. 6 .
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(i) If

( )∂ = ∞
∈

xs u p di st ,  Ω ,
x Ω

( 3. 8)

t h e n ( 3. 6) d o e s n ot h a v e a n y b o u n d e d p o siti v e s ol uti o n i n Ω . F r o m ( 3. 7),  w e s e e t h at if Ω s ati s fi e s ( 3. 8), t h e n

u h a s t o b e u n b o u n d e d.

(ii) If >β 0 a n d

( )

∣ ∣∣ ∣
( )

= ∞  =
−

+∈ → ∞
+

− −  −

d x

x
s

N α

N
li m s u p ,  wit h ,

x x
s p m  α β

m β p q
Ω,

Ω

1

( 3. 9)

t h e n ( 3. 6) d o es n ot a d mit a n y p ositi v e s ol uti o n i n Ω . I n p arti c ul ar, t his is t h e c as e if Ω is N , +
N , a n e xt eri or

d o m ai n or a n u n b o u n d e d c o n e-li k e d o m ai n {( ) }∈ ∈ >r θ  θ  r, : , 0N , w h er e( )r θ, ar e t h e p ol ar c o or di n at es

i n N a n d ⊂ −S N 1 is a s u b d o m ai n of t h e u nit s p h er e −S N 1 i n N . F or t h e pr o of,  w e s h o w t h at t h e c o n diti o n

( ( ))

∣ ∣
∫

+
< ∞

−

f u y

y
y

1
d

N α

Ω

d o e s n ot h ol d if Ω s ati s fi e s ( 3. 9 ). If ( 3. 9) h ol d s, t h e r e e xi st s a s e q u e n c e of p oi nt s ∈x Ωn wit h ∣ ∣≤R xn n s o t h at

( ) ⊂B x ΩR nn
a n d

∣ ∣
= ∞

→ ∞

R

x
li m .
n

n

n
s

T h e n, b y ( 3. 7 ), f o r n l a r g e,  w e h a v e

( ( ))

∣ ∣

( )

∣ ∣  (∣  ∣  )

∣ ∣  ∣ ∣

( ) ( )

( )

( ) ( )

∫ ∫  ∫

⎜ ⎟

+
≥

+
≥

+

≥ =
⎛

⎝

⎞

⎠
→ ∞

− −

+

− −  −

−

+

−

+
+

− −  −
+

− −  −

f u y

y
y

u y

y
y C

R

x R
y

C
R

x
C

R

x

1
d

1
d d

N α

B x

p

N α

B x

n

p m  α β

m β p q

n n
N α

n
N

n
N α

n

n
s

N

Ω

1

R n n R n n

p m  α β

m β p q
p m  α β

m β p q1 1

a s → ∞n .  H e n c e, if Ω s ati s fi e s ( 3. 9 ), t h e r e i s n o p o siti v e s ol uti o n t o ( 3. 6).

R e m a r k 3. 8. W e r e m a r k t h at t h e e xi st e n c e a n d n o n e xi st e n c e of p o siti v e s u p e r s ol uti o n s f o r P r o bl e m ( 3. 6 ) i n t h e

c a s e w h e n =β 1 a n d Ω i s a n e xt e ri o r d o m ai n i n N h a v e b e e n i n v e sti g at e d v e r y r e c e ntl y i n [ 2 3],  w h e r e t h e

a ut h o r s o bt ai n e d t h e o pti m al r a n g e s of e x p o n e nt s p q, , a n d α f o r  w hi c h p o siti v e s u p e r s ol uti o n s e xi st. I n

p a rti c ul a r, t h e y s h o w e d t h at if + ≠  −p q m 1 , t h e n P r o bl e m ( 3. 6) h a s a b o u n d e d r a di al s u p e r s ol uti o n i n a n y

b o u n d e d o p e n s et ⊂Ω N ( )≥N 1 .

T h e f oll o wi n g r e s ult i s a n i m m e di at e c o n s e q u e n c e of T h e o r e m 2. 5 .

C o r oll a r y 3. 9. A s s u m e t h at t h e r e e xi st s < ≤ ∞t0 s u c h t h at ( ) < ∞J t , w h e r e ( )J t i s a s i n ( 3. 1). T h e p r o bl e m

∣ ∣ (  ( ))  ( )− =u x I f u g u i nΔ * ,m
γ

α
β N

w h e r e ≥γ β, 0, d o e s n ot h a v e a n y p o siti v e s u p e r s ol uti o n .

P r o of. B y a p pl yi n g T h e o r e m 2. 5 wit h =Ω N ,  w e h a v e

( ( ) ( ))

( )

( )

∫ ≥ < < ∞− −

+ +

−f s g s  s  C r  rd , 0 ,

m r

u

β

0

m

γ α β m

m

0

1
1 1

t h e n b y l etti n g → ∞r i n t h e af o r e m e nti o n e d i n e q u alit y,  w e o bt ai n

( ( ) ( ))  ( ( ) ( ))

( )

( )

( )

∫ ∫∞ > ≥ → ∞− −− −f s g s  s  f s g s  sd d

u

β

m r

u

β

0

0 0

m m
1

1

0

1
1

a s → ∞r ,  w hi c h i s a c o nt r a di cti o n. □
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4  A p pli c ati o n s t o p r o bl e m s i n e xt e ri o r d o m ai n s

I n t hi s s e cti o n,  w e di s c u s s s o m e a p pli c ati o n s of o u r r e s ult s t o o bt ai n n o n e xi st e n c e r e s ult s f o r c e rt ai n p r o bl e m s

i n u n b o u n d e d d o m ai n s a n d, i n p a rti c ul a r,  w e o bt ai n s e v e r al Li o u vill e-t y p e r e s ult s. T h e f oll o wi n g  w ell- k n o w n

a u xili a r y r e s ult s  will b e u s ef ul f o r u s ( s e e, e. g., [ 4 4 , L e m m a 2. 3] a n d [ 6, L e m m a 3. 7]).

L e m m a 4. 1. A s s u m e t h at Ω i s a n e xt e ri o r d o m ai n i n N a n d l et u b e a p o siti v e s u p e r s ol uti o n t o

− =u i nΔ 0 Ω .m

(i) If >N m , t h e n t h e r e e xi st s a c o n st a nt C, d e p e n di n g o nl y o n NΩ , , a n d u , s u c h t h at

( )  ∣ ∣≥ − −
−u x C x  i n Ω

N m
m 1 ( 4. 1)

a n d

( )
∣ ∣

≤
→ ∞

u x  Cli mi nf .
x

( 4. 2)

(ii) If ≤N m , t h e n

( )
∣ ∣

>
→ ∞

u xli mi nf 0.
x

W e al s o a p pl y t h e f oll o wi n g r e s ult ( s e e [ 9 , P r o p o siti o n 2. 7 (ii)] f o r t h e fi r st p a rt a n d [ 9, T h e o r e m 3. 3] f o r t h e

s e c o n d p a rt).

L e m m a 4. 2. S u p p o s e t h at > >N m 1 .

(i) If u i s a p o siti v e s u p e r s ol uti o n t o

( )  ∣ ∣− = ⧹−u x  C x  i n  BΔ ,m
N N

1

f o r s o m e c o n st a nt >C 0 , t h e n t h e r e e xi st s a c o n st a nt >c 0 s u c h t h at

( )  ∣ ∣  (  ∣ ∣)≥ ⧹− −
− −u x c x  x  i n  Bl n .N

2
N m
m m1

1
1

(ii) T h e p r o bl e m

( )  ∣ ∣  ( )− = ⧹u x  C x  u x  i n  BΔ m
γ q  N

1

d o e s n ot h a v e a n y p o siti v e s u p e r s ol uti o n, p r o vi d e d

( )( )
− <  ≤

+ −

−
m q

N γ m

N m
1

1
.

C o n si d e r t h e p r o bl e m

( )  ( )
( ) ( )

∣ ∣
( )∫− ≥

⎛

⎝
⎜

−

⎞

⎠
⎟ ⧹

−
u x  H x

Q y u y

x y
y u x  BΔ d in ,m

p

N α

β

q N

Ω

1 ( 4. 3)

w h e r e ≥p q, 0, a n d H Q, s ati sf y t h e f oll o wi n g c o n diti o n:

( C′) T h e r e e xi st ∈x Ωn a n d ∈n ,  wit h ∣ ∣ → ∞x n a s → ∞n , a n d t h e r e e xi st ∈R n , ( )  ∣ ∣< <  =  −R d x  x0 1n n nΩ ,

a n d ∈n , s u c h t h at

∣ ∣
>

→ ∞

R

x
li m s u p 0,

n

n

n
s ( 4. 4)

f o r s o m e < ≤s0 1 .  M o r e o v e r,

( )  ∣ ∣  ( )  ∣ ∣ (  )≥ ≥  ∈H x C x  Q x C x  x B xa n d f o r e v e r y ,γ σ
R nn ( 4. 5)

w h e r e ∈γ σ, .
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P r o p o siti o n 4. 3. C o n si d e r ( 4. 3) i n t h e e xt e ri o r d o m ai n ⧹ BN
1 , wit h ≥p q, 0, + ≥  −β p q m 1 , a n d  H a n d  Q s ati sf y

( )′ f o r s o m e < ≤s0 1 a n d ∈γ σ, . P r o bl e m ( 4. 3) d o e s n ot h a v e a n y p o siti v e s ol uti o n if o n e of t h e f oll o wi n g

c o n diti o n s i s s ati s fi e d :

(i) ≤N m a n d, eit h e r ( )+ ≥  −σ α  s N1 o r ( )+ > −  +γ σ β  s m α β .

(ii) >N m a n d

( )(  (  ) )
− <  +  <

− + + + + −

−
m β p q

m N γ β σ s m α β m

N m
1

1
.

F u rt h e r m o r e, P r o bl e m ( 4. 3) d o e s n ot h a v e a n y b o u n d e d p o siti v e s ol uti o n if

( )− =  +  +  > −  +m β p q a n d γ σ β s m α β1 .

A s a c o n s e q u e n c e, if  H a n d  Q s ati sf y ( 4. 5) f o r a n y ∈x Ω , t h e n ( 4. 3) d o e s n ot h a v e a n y p o siti v e s ol uti o n if eit h e r

( )(  )
− <  +  ≤

− + + +

−
m β p q

m N γ β σ α β

N m
1

1
,

o r − =  +m β p q1 a n d ( )+ > − +γ σ β  m α β .

P r o of. Fi r st, a s s u m e t h at C o n diti o n (i) h ol d s.  W e a p pl y T h e o r e m 2. 3 wit h ( ) =f u  up a n d ( ) =g u u q . If

+ >  −β p q m 1 ,  w e h a v e

( ( ) ( )) ( )

( )

( )

∫ ≤
−

+ −  +
− −−

+ −  +

−f s g s  s
m

β p q  m
m rd

1

1
.

m r

u x

β
x

x

m

β p q  m

m
1

1

1

1 ( 4. 6)

L et ∈x Ωn , ∈n , b e a s i n ( )′ . B y ( 2. 1) a n d ( 4. 5),  w e h a v e

( )  (  )  (∣  ∣  (  ) )
( )

= ≥ −
∈

H r H y C x γ ri nf s g nx
y B x

n
γ

n
r n

a n d

( )  (  )  (∣  ∣  (  ) )
( )

= ≥ −
∈

Q r  Q y  C x  σ ri nf s g nx
y B x

n
σ

n
r n

f o r < <r R0 n , ∈n . T h e s e i m pl y t h at

( )  ∣  ∣  ( )  ∣  ∣≥ ≥H r C x  Q r C xa n dx n
γ

x n
σ

n n

f o r < <r0
R

2
n , ∈n . It f oll o w s t h at

( ( ) ( ) )  ∣ ∣∫ ≥+

+

−−

+

−s H s Q s  s C x  Rd

r

α β
x x

β
n n

m α β

m

0

1 1
n n

m

γ σ β

m
1

1 1 ( 4. 7)

f o r < <r R
R

n2
n , ∈n . F r o m ( 4. 6), ( 4. 7), a n d ( 2. 2),  w e c o n cl u d e t h at

( )  ∣  ∣≥−

+

−
+ −  +

−

+

−m r  C x  R ,x n n

m α β

m 1
n

β p q  m

m

γ σ β

m

1

1 1

w hi c h i m pli e s t h at

( )  ∣  ∣≤ −
−

+

+ −  ++

+ −  +m r  C x  Rx n n

m α β

β p q  m 1
n

γ σ β

β p q  m 1
( 4. 8)

f o r < <r R
R

n2
n , ∈n . B y ( 4. 4) a n d ( 4. 8),  w e o bt ai n t h at

( )  ∣  ∣
( )

≤ −
+ +  +

+ −  +m r  C xx nn

γ σ β s m α β

β p q  m 1

f o r n l a r g e,  w hi c h i m pli e s t h at ( ) →m r 0x n a s → ∞n if ( )+ +  +  >γ σ β s m α β 0 . T h u s,  w e h a v e

( )
∣ ∣

=
→ ∞

u xli mi nf 0,
x
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w hi c h c o nt r a di ct s L e m m a 4. 1 (ii) if ≤N m .  N ot e t h at b y L e m m a 4. 1 (ii),  w e h a v e ( ) ≥u x C i n ( )B xR nn f o r n l a r g e,

w e t h e n o bt ai n

( ) ( )

∣ ∣

∣ ∣

∣ ∣

∣ ∣

(∣ ∣ )

∣ ∣

∣ ∣
∣ ∣

( )

( )

( )

∫ ∫

∫

⎜ ⎟

+
≥

+

≥
+

≥

=
⎛

⎝

⎞

⎠

− −

−

+ −

+ −  −

Q y u y

y
y

C y

y
y

C
x

x R
y

C x  R

C x
R

x

1
d

1
d

d

p

N α

B x

σ

N α

B x

n
σ

n n
N α

n
σ α N

n
N

n
σ α  s N n

n
s

N

Ω

1

R n n

R n n

f o r n l a r g e. B y ( 4. 4) a n d t h e af o r e m e nti o n e d i n e q u alit y,  w e c o n cl u d e t h at, f o r ( )+ >  −σ α  s N1 ,  w e h a v e

( ) ( )

∣ ∣
∫

+
= ∞

−

Q y u y

y
y

1
d .

p

N α

Ω

T h e r ef o r e, t h e r e d o e s n ot e xi st a n y p o siti v e s ol uti o n ( 4. 3 ) if (i) h ol d s t r u e.

N e xt,  w e c o n si d e r C o n diti o n (ii). If >N m , b y L e m m a 4. 1, t h e r e e xi st s a c o n st a nt >C 0 s u c h t h at

( )  ∣ ∣≥ − −
−u x C x

N m
m 1 f o r e v e r y ∈x Ω ,  w hi c h i m pli e s t h at

( )  (∣  ∣  )  ∣  ∣≥ +  ≥− −−
−

−
−m r  C x  R  C xx n n n1n

N m
m

N m
m1 1 ( 4. 9)

f o r < <r R
R

n2
n , ∈n . C o m p a ri n g ( 4. 9)  wit h ( 4. 8),  w e h a v e

∣ ∣

∣ ∣
≤

+

+ −  ++

+ −  +

−
−

x R

x
C

n n

m α β

β p q  m

n

1γ σ β

β p q  m

N m
m

1

1

f o r n l a r g e. T hi s c a n b e r e w ritt e n a s:

∣ ∣
∣ ∣

( )

( ) ( )
⎜ ⎟

⎛

⎝

⎞

⎠
≤ −

+

+ −  +
−
−

+ +  +

+ −  +
R

x
C x

n

n
s n

m α β

β p q  m
N m
m

γ σ β s m α β

β p q  m

1

1 1

f o r n l a r g e. T a ki n g i nt o a c c o u nt ( 4. 4), it f oll o w s f r o m t h e af o r e m e nti o n e d i n e q u alit y t h at

( )+ +  +

+ −  +
≤

−

−

γ σ β s m α β

β p q  m

N m

m1 1
. ( 4. 1 0)

T h e r ef o r e, if ( 4. 1 0 ) d o e s n ot h ol d, t h e n t h e r e d o e s n ot e xi st a n y p o siti v e s ol uti o n t o ( 4. 3), i. e.,  w h e n

( )(  (  ) )
+ <

− + + + + −

−
β p q

m N γ β σ s m α β m

N m

1
.

T o p r o v e t h e r e m ai ni n g cl ai m s, l et + =  −β p q m 1 .  A n e a s y c o m p ut ati o n gi v e s

( ( ) ( ))
( )

( )
( )

( )

( )

( )

∫ ∫= =− −f s g s  s
s

s
u x

m r
d

1
d l n

m r

u x

β

m r

u x

x
x

m

x

1
1 ( 4. 1 1)

a n d a s  m e nti o n e d e a rli e r, u si n g ( 4. 6 ), ( 4. 7), a n d ( 2. 2),  w e o bt ai n

( )

( )
∣ ∣≥

+

−
+

−
u x

m r
C x  Rl n

n

x
n n

m α β

m 1

n

γ σ β

m 1

f o r < <r R
R

n2
n , ∈n , o r e q ui v al e ntl y

( )  ( )≥ ∣ ∣
+

−

+

−
u x m r en x

x R
n

n

γ σ β

m n

m α β

m1 1

f o r < <r R
R

n2
n , ∈n . B y ( 4. 9) a n d ( 4. 4),  w e o bt ai n
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( )  ∣ ∣
( )

( )

≥ ∣ ∣
− −

−

+ +  +

−u x C x  en n
C x

1

N m
m n

γ σ β s m α β

m1 1

f o r n l a r g e. If ( )+ > −  +γ σ β  s m α β , f r o m t h e af o r e m e nti o n e d i n e q u alit y a n d t h e f a ct t h at f o r a n y >ε M, 0, w e

h a v e

= ∞
→ ∞

e

t
li m ,
t

t

M

ε

w e c o n cl u d e t h at ( ) → ∞u x n a s ∣ ∣ → ∞x n . T hi s i m pli e s t h at u i s u n b o u n d e d.

A s s u m e t h at H a n d Q s ati sf y ( 4. 5 ) f o r a n y ∈x Ω . T h e n,  w e h a v e C o n diti o n (i)  wit h =s 1 , a n d h e n c e, ( 4. 3)

d o e s n ot h a v e a n y p o siti v e s ol uti o n if

( )(  )
− <  +  <

− + + +

−
m β p q

m N γ β σ α β

N m
1

1
.

N e xt,  w e di s c u s s t h e c a s e

( )(  )
+ =

−  + + +

−
β p q

m  N β α β σ γ

N m

1
. ( 4. 1 2)

B y ( 4. 8 ) a n d ( 4. 9),  w e o bt ai n

∣ ∣
∣ ∣

∣ ∣≤ ⎛
⎝

⎞
⎠

≤− −−
−

−
−C x  m

x
C x

2
x1

N m
m

N m
m1 1 ( 4. 1 3)

f o r e v e r y ∈ ⧹x BN
1 wit h ∣ ∣x s u ffi ci e ntl y l a r g e. F r o m ( 4. 3 ),  w e o bt ai n

( )  ∣ ∣
∣ ∣  (  )

∣ ∣
( )

∣ ∣
∣ ∣ ∣ ∣

∣ ∣
∣ ∣

∣ ∣

∣ ∣

∣ ∣
∣ ∣ ∣ ∣

( )

( )

( )

( )  ( )

∫

∫

− ≥
⎛

⎝
⎜

−

⎞

⎠
⎟

≥

⎛

⎝

⎜
⎜ −

⎞

⎠

⎟
⎟

≥

=

−

< − <

−

−
−

− + + −

−

−

− −

−

−

−

−

−

u x  x
y u y

x y
y u x

C x
y y

x y
y x

C x

C x

Δ d

d

,

m
γ

σ p

N α

β

q

γ

x
y x  x

σ

N α

β

γ β σ α

N

Ω

2

p N  m

m q N  m

m

q N  m

m

p N  m

m

1

1

1 1

w h e r e  w e al s o a p pli e d ( 4. 1 2 ). B y L e m m a 4. 2,  w e h a v e

( )  ∣ ∣  (  ∣ ∣)≥ − −
− −u x c x  xl n

N m
m m1

1
1

f o r ∣ ∣x l a r g e,  w hi c h c o nt r a di ct s ( 4. 1 3).

Al s o, if + =  −β p q m 1 , a s i n t h e p r o of i n t h e c a s e of C o n diti o n (ii)  wit h =s 1 ,  w e o bt ai n

( )  ∣ ∣≥ − ∣ ∣−
−

+ + +

−u x C x  e .C x
1

N m
m

γ σ β m α β

m1 1

N o w, if ( )+ > − +γ σ β  m α β ,  w e t h e n d e d u c e f r o m t h e af o r e m e nti o n e d i n e q u alit y t h at ( ) → ∞u x a s ∣ ∣ → ∞x ,

w hi c h c o nt r a di ct s ( 4. 2 ) i n L e m m a 4. 1. □

R e m a r k 4. 4. T h e f u n cti o n s H a n d Q i n P r o p o siti o n 4. 3 a r e all o w e d t o b e z e r o o n a s u b s et ′ ⊂Ω Ω wit h ∣ ∣′ = ∞Ω .

F o r e x a m pl e, l et

( )
∣ ∣

∣ ∣ ∣ ∣
=

⎧
⎨
⎩

≤ <

≤ <

+

+ +
H x

x

x x

0, 3 3 ,

, 3  3 ,

n n

γ n  n

2 2 1

2 1  2 2

wit h ∈n a n d a si mil a r f o r m ul a f o r Q wit h σ i n st e a d of γ . B y t a ki n g = ⋅ +x 2 3n
n2 1 a n d = +R 3n

n2 1 t h e n H a n d Q

s ati sf y ( 4. 5 ); al s o, ( 4. 4) h ol d s  wit h =s 1 .  H o w e v e r,  w e h a v e ≡ ≡H Q 0 o n { ∣ ∣ }′ =  ∈  ≤  < +x xΩ Ω : 3  3n n2 2 1

wit h ∣ ∣′ = ∞Ω .
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R e m a r k 4. 5. B y P r o p o siti o n 4. 3 ,  wit h = =γ σ 0 ,  w e s e e t h at t h e p r o bl e m

( )
( )

∣ ∣
( )∫− =

⎛

⎝
⎜

−

⎞

⎠
⎟ ⧹

−
u x

u y

x y
y u x  BΔ d i nm

p

N α

β

q N

Ω

1 ( 4. 1 4)

d o e s n ot h a v e a n y p o siti v e s u p e r s ol uti o n if ≤N m o r

( )(  )
< <  − ≤  + ≤

− +

−
m N  m  β p q

m N α β

N m
1 wit h 1

1
.

F o r =β 1 , t hi s r e c o v e r s a si mil a r r e s ult i n [ 2 3],  w hi c h g a v e a c o m pl et e cl a s sifi c ati o n of e xi st e n c e a n d n o n-

e xi st e n c e of p o siti v e s ol uti o n s.

W e  m e nti o n t h at b y P r o p o siti o n 4. 3 ,  w e  m a y c o n si d e r P r o bl e m ( 1. 1)  wit h f u n cti o n s H a n d Q s u c h a s

∣ ∣e x,a x γ
1

1 , o r g e n e r all y ( )ρ x  x, …, k1 , ≤ ≤k N1 ,  wit h t h e p r o p e rt y t h at f o r s o m e ∈m , ( ) ∣ ∣≥ρ t  t  C  t, …, m f o r ∣ ∣t

l a r g e. F o r e x a m pl e, c o n si d e r t h e p r o bl e m

( )  ∣  ∣
∣ ∣  ( )

∣ ∣
( )  (  )∫− ≥

⎛

⎝
⎜

−

⎞

⎠
⎟ = ∈ ≔ ⧹

−
u x  x

y u y

x y
y u x  x  x  x  BΔ d fo r , … , Ω ,m

γ
σ p

N α

β

q
N

N
1

Ω

1
1 1 ( 4. 1 5)

w h e r e β p q γ, , , , a n d ≥σ 0 . F o r a n y

{( ) }∈ ∈ >z x x x  x, , …,  Ω,  01 1  1  1

a n d =R z
z

2
1 , b y n oti n g t h at f o r e v e r y ( )∈x B zR z ,  w e h a v e ∣ ∣ ∣ ∣− ≤ − <x z  x z R z1 1 a n d ∣ ∣ =z N z1 , a n d  w e e a sil y

h a v e ( )  ∣ ∣≥H x C x γ a n d ( )  ∣ ∣≥Q x  C  x σ f o r ( )∈x B zR z .  H e n c e, C o n diti o n ( 4. 4) h ol d s  wit h =s 1 . B y P r o p o siti o n 4. 3,

w e o bt ai n t h e f oll o wi n g r e s ult.

C o r oll a r y 4. 6. L et + ≥  −β p q m 1 . T h e n , ( 4. 1 5) d o e s n ot h a v e a n y p o siti v e s ol uti o n if ≤N m , o r < <m N1 a n d

( )(  )
− <  +  <

− + + +

−
m β p q

m N γ β σ α β

N m
1

1
.

M o r e o v e r, t h e r e e xi st s n o b o u n d e d p o siti v e s ol uti o n  w h e n − =  +m β p q1 .

A s a n a n ot h e r e x a m pl e, c o n si d e r t h e p r o bl e m

( )
∣ ∣  ( )

∣ ∣
( )  (  )∫− ≥

⎛

⎝
⎜

−

⎞

⎠
⎟ = ∈ ⧹

−
u x  e

y u y

x y
y u x  x  x  x  BΔ d fo r , … , ,m

a x
σ p

N α

β

q
N

N

Ω

1
1 1

1 ( 4. 1 6)

w h e r e ≥β p q σ, , ,  0 a n d ∈a . L et >a 0 (t h e c a s e <a 0 i s si mil a r), t h e n n ot e t h at f o r a n y >γ 0 , t h e r e e xi st s a

c o n st a nt >C 0γ s o t h at ≥e C xa x
γ

γ
1

1 f o r >x 01 s u ffi ci e ntl y l a r g e.  A s  m e nti o n e d e a rli e r, f o r =z z e1 , ( )=e 1, 1,  …, 1 ,

wit h >z 01 a n d =R z
z

2
1 ,  w e h a v e ∣ ∣≥e C xa x γ1 f o r ( )∈x B zR z .  H e n c e, C o n diti o n ( 4. 4) h ol d s  wit h =s 1 a n d a n y

>γ 0 . P r o p o siti o n 4. 3 t h e n i m pli e s t h e f oll o wi n g r e s ult.

C o r oll a r y 4. 7. L et + ≥  −β p q m 1 . F o r a n y ≠ ∈a0 a n d ≥σ 0 , P r o bl e m ( 4. 1 6) d o e s n ot h a v e a n y p o siti v e

s ol uti o n if ≤N m , o r < <m N1 a n d − <  +m β p q1 . M o r e o v e r, t h e r e d o e s n ot e xi st a n y b o u n d e d p o siti v e

s ol uti o n if − =  +m β p q1 .

I n t h e n e xt r e s ult,  w e a p pl y o u r  m ai n e sti m at e s o n P r o bl e m ( 1. 1) i n t h e p u n ct u r e d s p a c e { }⧹ 0N a n d gi v e a

n o n e xi st e n c e r e s ult f o r t h e p o siti v e s u p e r s ol uti o n.

P r o p o siti o n 4. 8. C o n si d e r P r o bl e m ( 1. 1) i n { }= ⧹Ω 0N wit h ≥N m a n d [ ) [ )∞ →  ∞f g, : 0, 0, s ati sf yi n g t h e

c o n diti o n ( ). If ≥N m a n d
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( ( ) ( ) )
∣ ∣

∣ ∣

∫ = ∞
→

+ −s H s Q s  sli m d ,
x

x

α β
x x

β

0
0

2

1 m
1

1
( 4. 1 7)

t h e n f o r a n y p o siti v e s u p e r s ol uti o n u t o ( 1. 1) i n Ω , w e h a v e

( )
∣ ∣

= ∞
→

u xli m s u p .
x 0

M o r e o v e r, if ( 4. 1 7) h ol d s t r u e a n d

( ( ) ( ))∫ < ∞

∞

−f s g s  sd

δ

β m
1

1 ( 4. 1 8)

f o r s o m e >δ 0 , t h e n t h e p r o bl e m d o e s n ot a d mit a n y p o siti v e s u p e r s ol uti o n.

P r o of. F o r a c o nt r a di cti o n, a s s u m e t h at u i s a p o siti v e s u p e r s ol uti o n t o ( 1. 1) i n Ω ,  wit h

( )
∣ ∣

< ∞
→

u xli m s u p .
x 0

Si n c e u i s a  w e a k s u p e r s ol uti o n t o t h e m - L a pl a c e e q u ati o n i n { }⧹ 0N a n d >N m , t h e n b y L e m m a 3. 9 i n [ 6],  w e

h a v e

( )
∣ ∣

>
→

u xli mi nf 0.
x 0

H e n c e,  w e c a n fi n d a s e q u e n c e of p oi nt s ∈x Ωj wit h ∣ ∣ →x 0j s o t h at

( )
∣ ∣

( )
( )

⎜ ⎟≤ =
⎛

⎝

⎞

⎠
≤

∈ ∣ ∣

c u y  m
x

u x  Ci nf
2

a n d ,
y B  x

x
j

j
x j j

j

2

( 4. 1 9)

a s i n ( 2. 1 ). T h e o r e m 2. 3 i m pli e s

( ( ) ( ))  (  ( ) ( ) )
∣ ∣

( )
∣ ∣

∫ ∫≥

⎟⎜

⎛

⎝

⎞

⎠

− +− −f s g s  s  C  s  H s Q s sd d

m
x

u x

β

x

α β
x x

β

2

0

2

1

x j

j

j

m

j

j j
m

1
1

1
1

f o r e v e r y ∈j , a n d f r o m ( 4. 1 9) t o g et h e r  wit h t h e a s s u m pti o n ( 4. 1 7),  w e o bt ai n

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
∣ ∣

( )

∫ ∫∞ > ≥ → ∞  → ∞

⎟⎜

−

⎛

⎝

⎞

⎠

−− −f s g s  s  f s g s  s  jd d a s .

c

C

β

m
x

u x

β

2

m

x j

j

j

m
1

1
1

1

T hi s i s a c o nt r a di cti o n.  A s s u m e t h at ( 4. 1 7 ) a n d ( 4. 1 8) h ol d a n d u i s a p o siti v e s u p e r s ol uti o n i n Ω . Si n c e ( ) ≥u x C

i n Ω f o r s o m e p o siti v e c o n st a nt C ( b y t h e f a ct t h at ( ) >→ u xli mi nf 0x 0 ), t h e n f r o m T h e o r e m 2. 3,  w e r e a c h a

c o nt r a di cti o n si mil a rl y a s  m e nti o n e d e a rli e r. □

A c k n o wl e d g e m e nt s: T hi s r e s e a r c h  w a s c a r ri e d o ut d u ri n g t h e fi r st a ut h o r ’s vi sit at t h e  D e p a rt m e nt of

M at h e m ati cs at  A alt o  U ni v e rsit y.  H e  w o ul d li k e t o t h a n k t h e i nstit uti o n a n d t h e  N o nli n e a r P a rti al  Di ff e r e nti al

E q u ati o ns g r o u p f o r t h e ki n d a n d  w a r m h os pit alit y.

F u n di n g i nf o r m ati o n :  N o f u n di n g  w a s r e c ei v e d f o r c o n d u cti n g t hi s st u d y.

C o n fl i ct of i nt e r e st: T h e a ut h o r s h a v e n o c o m p eti n g i nt e r e st s t o d e cl a r e t h at a r e r el e v a nt t o t h e c o nt e nt of t hi s

a rti cl e.

S u p er s ol uti o n s t o n o n a ut o n o m o u s C h o q u ar d e q u ati o n s  1 9



D at a a v ail a bilit y st at e m e nt :  D at a s h a ri n g  w a s n ot a p pli c a bl e t o t hi s a rti cl e a s n o d at a s et s  w e r e g e n e r at e d o r

a n al y z e d d u ri n g t h e c u r r e nt st u d y.

R ef e r e n c e s

[1]  N. A c k er m a n n, O n a p eri o dic Sc hr ö di n g er e q u ati o n  wit h n o nl oc al s u p erli n e ar p art ,  M at h. Z. 2 4 8 ( 2 0 0 4), 4 2 3– 4 4 3.

[ 2] A. A g h aj a ni, A.  M. T e hr a ni, a n d  N.  G h o u s s o u b, P oi nt wis e l o w er b o u n ds f or s ol uti o ns of s e mili n e ar elli ptic e q u ati o ns a n d a p plic ati o ns ,

A d v.  N o nli n e ar St u d. 1 4 ( 2 01 4), 8 3 9– 8 5 6.

[ 3] A. A g h aj a ni a n d A.  M. T e hr a ni, P oi nt wis e b o u n ds f or p ositi v e s u p ers ol uti o ns of n o nli n e ar elli ptic pr o bl e ms i n v ol vi n g t h e p - L a pl aci a n,

El e ctr o n. J.  Di ff er e nti al E q u ati o n s ( 2 01 7), P a p er  N o. 4 6, 1 4 p p.

[ 4] C.  O. Al v e s a n d  M. Y a n g, E xist e nc e of s e micl assic al gr o u n d st at e s ol uti o ns f or a g e n er aliz e d C h o q u ar d e q u ati o n , J. Diff er e nti al E q u ati o n s

2 5 7 ( 2 01 4), 41 3 3– 41 6 4.

[ 5] C.  O. Al v e s a n d  M. Y a n g, M ulti plicit y a n d c o nc e ntr ati o n of s ol uti o ns f or a q u asili n e ar C h o q u ar d e q u ati o n , J.  M at h. P h y s. 5 5 ( 2 01 4),

0 61 5 0 2, 21 p p.

[ 6] S.  N. Ar m str o n g a n d B. Sir a k o v, N o n e xist e nc e of p ositi v e s u p ers ol uti o ns of elli ptic e q u ati o ns vi a t h e  m a xi m u m pri nci pl e , C o m m. P arti al

Di ff er e nti al E q u ati o n s 3 6 ( 2 011), 2 011– 2 0 4 7.

[ 7] J.  G arć i a- Az or er o, I. P er al Al o n s o, a n d J. P. P u el, Q u asili n e ar pr o bl e ms  wit h e x p o n e nti al gr o wt h i n t h e r e acti o n t er m ,  N o nli n e ar A n al. 2 2

(1 9 9 4), 4 81– 4 9 8.

[ 8] L. B att a gli a a n d J. V a n S c h afti n g e n, E xist e nc e of gr o u n dst at es f or a cl ass of n o nli n e ar C h o q u ar d e q u ati o n i n t h e pl a n e , A d v.  N o nli n e ar

St u d. 1 7 ( 2 01 7), 5 81– 5 9 4.

[ 9]  M. F. Bi d a ut- V ér o n a n d S. P o h oz a e v, N o n e xist e nc e r es ults a n d esti m at es f or s o m e n o nli n e ar elli ptic pr o bl e ms , J. A n al.  M at h. 8 4

( 2 0 01), 1– 4 9.

[1 0]  H. Br ezi s, T. C az e n a v e, Y.  M art el, a n d A. R a mi a n dri s o a, Bl o w- u p f or ( )=u Δ u g ut r e visit e d, A d v.  Diff er e nti al E q u ati o n s 1

(1 9 9 6), 7 3– 9 0.

[11] X. C a bŕe a n d  M. S a n c h ó n, S e mi-st a bl e a n d e xtr e m al s ol uti o ns of r e acti o n e q u ati o ns i n v ol vi n g t h e p - L a pl aci a n, C o m m u n P ur e A p pl. 6

( 2 0 0 7), 4 3– 6 7

[1 2]  D. C a s s a ni, J. V a n S c h afti n g e n, a n d J. Z h a n g, Gr o u n dst at es f or C h o q u ar d t y p e e q u ati o ns  wit h H ar d y- Littl e w o o d- S o b ol e v l o w er critic al

e x p o n e nt , Pr o c. R o y. S o c. E di n b ur g h S e ct. A 1 5 0 ( 2 0 2 0), 1 3 7 7– 1 4 0 0.

[1 3]  D. C a s s a ni a n d J. Z h a n g, C h o q u ar d-t y p e e q u ati o ns  wit h H ar d y- Littl e w o o d- S o b ol e v u p p er-critic al gr o wt h , A d v.  N o nli n e ar A n al. 8 ( 2 01 9),

11 8 4– 1 21 2.

[1 4]  W. C h e n, C. Li, a n d B.  O u, Cl assi fi c ati o n of s ol uti o ns f or a n i nt e gr al e q u ati o n . C o m m u n. P ur e A p pl.  M at h. 5 9 ( 2 0 0 6), 3 3 0– 3 4 3.

[1 5]  H. C h e n a n d F. Z h o u, Cl assi fi c ati o n of is ol at e d si n g ul ariti es of p ositi v e s ol uti o ns f or C h o q u ar d e q u ati o ns , J. Diff er e nti al E q u ati o n s 2 6 1

( 2 01 6), 6 6 6 8– 6 6 9 8.

[1 6] S. Ci n g ol a ni,  M. Cl a p p, a n d S. S e c c hi, M ulti pl e s ol uti o ns t o a  m a g n etic n o nli n e ar C h o q u ar d e q u ati o n , Z. A n g e w.  M at h. P h y s. 6 3 ( 2 01 2),

2 3 3 – 2 4 8.

[1 7]  M. Cl a p p a n d  D. S al az ar, P ositi v e a n d si g n c h a n gi n g s ol uti o ns t o a n o nli n e ar C h o q u ar d e q u ati o n , J.  M at h. A n al. A p pl. 4 0 7 ( 2 01 3), 1– 1 5.

[1 8] C. C o w a n a n d  N.  G h o u s s o u b, Esti m at es o n p ull-i n dist a nc es i n  micr o el ectr o m ec h a nic al s yst e ms  m o d els a n d ot h er n o nli n e ar ei g e n v al u e

pr o bl e ms , SI A M J.  M at h. A n al. 4 2 ( 2 01 0), 1 9 4 9– 1 9 6 6.

[1 9] J. T.  D e vr e e s e a n d A. S. Al e x a n dr o v, A d v a nc es i n P ol ar o n P h ysics , S pri n g er S eri es i n S oli d- St at e Sci e nc es , v ol. 1 5 9, S pri n g er B erli n,

H ei d el b er g, 2 01 0.

[ 2 0] P. E s p o sit o,  N.  G h o u s s o u b, a n d Y.  G u o, M at h e m atic al a n al ysis of p arti al di ff er e nti al e q u ati o ns  m o d eli n g el ectr ost atic  M E M S , C o ur a nt

L e ct ur e  N ot e s i n  M at h e m ati c s, v ol. 2 0, C o ur a nt I n stit ut e of  M at h e m ati c al S ci e n c e s,  N e w Y or k; A m eri c a n  M at h e m ati c al S o ci et y,

Pr o vi d e n c e, RI, 2 01 0.

[ 21] P. E s p o sit o,  N.  G h o u s s o u b, a n d Y.  G u o, C o m p act n ess al o n g t h e br a nc h of s e mist a bl e a n d u nst a bl e s ol uti o ns f or a n elli ptic pr o bl e m  wit h a

si n g ul ar n o nli n e arit y, C o m m. P ur e A p pl.  M at h. 6 0 ( 2 0 0 7), 1 7 31– 1 7 6 8.

[ 2 2] J.  G ar ci a- Az or er o, I. P er al Al o n s o, a n d J. P. P u el, Q u asili n e ar pr o bl e ms  wit h e x p o n e nti al gr o wt h i n t h e r e acti o n t er m ,  N o nli n e ar A n al. 2 2

(1 9 9 4), 4 81– 4 9 8.

[ 2 3]  M.  G h er g u, P. K ar a g e or gi s, a n d  G. Si n g h, P ositi v e s ol uti o ns f or q u asili n e ar elli ptic i n e q u aliti es a n d s yst e ms  wit h n o nl oc al t er ms ,

J.  Diff er e nti al E q u ati o n s 2 6 8 ( 2 0 2 0), 6 0 3 3– 6 0 6 6.

[ 2 4] M.  G h er g u a n d S. T ali af err o, As y m pt otic b e h a vi or at is ol at e d si n g ul ariti es f or s ol uti o ns of n o nl oc al s e mili n e ar elli ptic s yst e ms of

i n e q u aliti es, C al c. V ar. P arti al  Diff er e nti al E q u ati o n s 5 4 ( 2 01 5), 1 2 4 3– 1 2 7 3.

[ 2 5]  M.  G h er g u a n d S. T ali af err o, P oi nt wis e b o u n ds a n d bl o w- u p f or C h o q u ar d- P e k ar i n e q u aliti es at a n is ol at e d si n g ul arit y , J. Diff er e nti al

E q u ati o n s 2 6 1 ( 2 01 6), 1 8 9– 21 7.

[ 2 6]  M.  G hi m e nti a n d J. V a n S c h afti n g e n, N o d al s ol uti o ns f or t h e C h o q u ar d e q u ati o n , J. F u n ct. A n al. 2 7 1 ( 2 01 6), 1 0 7– 1 3 5.

[ 2 7]  N.  G h o u s s o u b a n d Y.  G u o, O n t h e p arti al di ff er e nti al e q u ati o ns of el ectr ost atic  M E M S d e vic es: st ati o n ar y c as e , SI A M J.  M at h. A n al. 3 8

( 2 0 0 6/ 0 7), 1 4 2 3– 1 4 4 9.

2 0  A s a d oll a h A g h aj a ni a n d J u h a Ki n n u n e n



[ 2 8]  D.  G o el, V.  D. Ră d ul e s c u, a n d K. Sr e e n a d h, C or o n pr o bl e m f or n o nl oc al e q u ati o ns i n v ol vi n g C h o q u ar d n o nli n e arit y , A d v.  N o nli n e ar St u d.

2 0 ( 2 0 2 0), 1 41– 1 61.

[ 2 9] Y.  G u o, Z. P a n, a n d  M. J.  W ar d, T o uc h d o w n a n d p ull-i n v olt a g e b e h a vi or of a  M E M S d e vic e  wit h v ar yi n g di el ectric pr o p erti es , SI A M J. A p pl.

M at h. 6 6 ( 2 0 0 5), 3 0 9– 3 3 8.

[ 3 0] X.  H e a n d V.  D. Ră d ul e s c u, S m all li n e ar p ert ur b ati o ns of fr acti o n al C h o q u ar d e q u ati o ns  wit h critic al e x p o n e nt , J. Diff er e nti al E q u ati o n s

2 8 2 ( 2 0 21), 4 81– 5 4 0.

[ 31] J.  H ei n o n e n, T. Kil p el äi n e n, a n d  O.  M arti o, N o nli n e ar P ot e nti al T h e or y of D e g e n er at e Elli ptic E q u ati o ns ,  D o v er P u bli c ati o n s, I n c.,

Mi n e ol a,  N Y, 2 0 0 6.

[ 3 2] K. R.  W. J o n e s, N e wt o ni a n q u a nt u m gr a vit y , A u str ali a n J. P h y s. 4 8 (1 9 9 5), 1 0 5 5– 1 0 81.

[ 3 3] Y. L ei, Q u alit ati v e a n al ysis f or t h e st atic H artr e e-t y p e e q u ati o ns , SI A M J.  M at h. A n al. 4 5 ( 2 01 3), 3 8 8– 4 0 6.

[ 3 4] E.  H. Li e b, E xist e nc e a n d u ni q u e n ess of t h e  mi ni mizi n g s ol uti o n of C h o q u ar d ’s n o nli n e ar e q u ati o n, St u di e s A p pl.  M at h. 5 7 (1 9 7 6/ 7 7),

9 3 – 1 0 5.

[ 3 5] I.  M.  M or oz, R. P e nr o s e, a n d P. T o d, S p h eric all y-s y m m etric s ol uti o ns of t h e Sc hr ö di n g er- N e wt o n e q u ati o ns , Cl a s si c al  Q u a nt u m  Gr a vit y

1 5 (1 9 9 8), 2 7 3 3– 2 7 4 2.

[ 3 6] V.  M or oz a n d J. V a n S c h afti n g e n, E xist e nc e of gr o u n dst at es f or a cl ass of n o nli n e ar C h o q u ar d e q u ati o ns , Tr a n s. A m er.  M at h. S o c. 3 6 7

( 2 01 5), 6 5 5 7– 6 5 7 9.

[ 3 7] V.  M or oz a n d J. V a n S c h afti n g e n, N o n e xist e nc e a n d o pti m al d ec a y of s u p ers ol uti o ns t o C h o q u ar d e q u ati o ns i n e xt eri or d o m ai ns ,

J.  Diff er e nti al E q u ati o n s 2 5 4 ( 2 01 3), 3 0 8 9– 31 4 5.

[ 3 8] V.  M or oz a n d J. V a n S c h afti n g e n, Gr o u n dst at es of n o nli n e ar C h o q u ar d e q u ati o ns: E xist e nc e, q u alit ati v e pr o p erti es a n d d ec a y as y m pt otics ,

J. F u n ct. A n al. 2 6 5 ( 2 01 3), 1 5 3– 1 8 4.

[ 3 9] V.  M or oz a n d J. V a n S c h afti n g e n, A g ui d e t o t h e C h o q u ar d e q u ati o n , J. Fi x e d P oi nt T h e or y A p pl. 1 9 ( 2 01 7), 7 7 3– 81 3.

[ 4 0]  D.  Qi n, V.  D. Ră d ul e s c u, a n d X. T a n g, Gr o u n d st at es a n d g e o m etric all y disti nct s ol uti o ns f or p eri o dic C h o q u ar d- P e k ar e q u ati o ns ,

J.  Diff er e nti al E q u ati o n s 2 7 5 ( 2 0 21), 6 5 2– 6 8 3.

[ 41]  D. R uiz a n d J. V a n S c h afti n g e n, O d d s y m m etr y of l e ast e n er g y n o d al s ol uti o ns f or t h e C h o q u ar d e q u ati o n , J. Diff er e nti al E q u ati o n s 2 6 4

( 2 01 8), 1 2 31– 1 2 6 2.

[ 4 2] S. P e k ar, U nt ers uc h u n g ü b er di e El e ktr o n e nt h e ori e d er Krist all e , A k a d e mi e V erl a g, B erli n, 1 9 5 4.

[ 4 3] P. P u c ci a n d J. S erri n, T h e  m a xi m u m pri nci pl e , Pr o gr e s s i n  N o nli n e ar  Diff er e nti al E q u ati o n s a n d t h eir A p pli c ati o n s, v ol. 7 3, Bir k h ä u s er

V erl a g, B a s el, 2 0 0 7

[ 4 4] J. S erri n a n d  H. Z o u, C a uc h y, Li o u vill e a n d u ni v ers al b o u n d e d n ess t h e or e ms f or q u asili n e ar elli ptic e q u ati o ns a n d i n e q u aliti es , A ct a.  M at h.

1 8 9 ( 2 0 0 2), 7 9– 1 4 2.

[ 4 5] P. T ol k s d orf, O n t h e Diric hl et pr o bl e m f or q u asili n e ar e q u ati o ns i n d o m ai ns  wit h c o nic al b o u n d ar y p oi nts , C o m m. P arti al  Diff er e nti al

E q u ati o n s 8 (1 9 8 3), 7 7 3– 81 7.

[ 4 6] S. Y a o,  H. C h e n, V.  D. Ră d ul e s c u, a n d J. S u n, N or m aliz e d s ol uti o ns f or l o w er critic al C h o q u ar d e q u ati o ns  wit h critic al S o b ol e v p ert ur-

b ati o n , SI A M J.  M at h. A n al. 5 4 ( 2 0 2 2), 3 6 9 6– 3 7 2 3.

S u p er s ol uti o n s t o n o n a ut o n o m o u s C h o q u ar d e q u ati o n s  2 1


