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Tasorakenteiden ilmadaaneneristavyyden
arvioinnista

Jukka Aalto

Tiivistelma Artikkelissa tarkastellaan rakenteiden ilmadineneristivyyden laskennalliseen méi-
rittdmiseen liittyvid kysymyksid rakennusinsinddrin ndkdkulmasta. Erityisesti tarkastellaan laat-
toja ja niistd koostuvia kerroksellisia tasorakenteita. Johdetaan esiteltyjen yhtdldiden analyyttisia
ratkaisuja ja demonstroidaan niitd kdyttden ddneneristdvyyden laskennallista maarittamista.

Avainsanat: ilmadini, tasoaalto, ddneneristdvyys, dénenldpdisevyyskerroin, dineneristysluku,
laatta, aaltoimpedanssi

Vastaanotettu: 3.10.2019. Hyviksytty: 6.2.2020. Julkaistu verkossa: 30.3.2020.

emeritusprofessori Tapio Salmen muistolle

Johdanto

Tassé artikkelissa esitellddn, kuinka rakenteiden ddneneristavyyttd voidaan arvioida las-
kennallisesti. Esitetyt yhtdlot ja analyyttiset ratkaisut eivit ole uusia, vaan ne 10ytyvit
alan kirjallisuudesta, esimerkiksi lahteistd [1], [2], [3] ja [4]. Niiden johtamista ei kuiten-
kaan aina ole esitetty ja ldhestymistapa voi olla rakennusinsindorille vieras. Téssi artik-
kelissa esitettdvit yhtdlot ja niiden ratkaisut on pyritty johtamaan mahdollisimman selke-
dsti ja johdonmukaisesti kdyttden rakenteiden mekaniikasta tuttuja kisitteitd. Tarkaste-
luissa kéytetddn sekd reaalisia ettd kompleksisia suureita. Esityksen selkeyttimiseksi ni-
mé eritelldén toisistaan kiyttdmalla reaalisille suureille kursivointia. Imaginaariyksikolle
kdytetddn symbolia j. Vektoreille ja matriiseille kédytetdén tavanomaista lihavointia.

Akustisen aaltoliikkeen yhtaloita

Akustinen tasoaalto

Akustiselle aaltoliikkeelle nesteessd on voimassa liikeyhtdlo
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Vp= P (1)
ja aaltoyhtilo
2 1 azp
Vip= c—zy > (2)

missd p(x,y,z,t) on akustinen paine, v(x, y,z,t) partikkelinopeus, p nesteen tiheys ja
¢ dinen nopeus nesteessd. Nimitystd neste (fluid) kiytetddn tassa sekd nesteelle (liquid)
ettd kaasulle (gas). Tarkastellaan tasoaaltoa, joka etenee suuntaan, jonka madrittelee yk-
sikkdvektori

e =cos@sin i +sin@gsin @+ cos Ok 3)
ja koordinaatti s (kuva 1). Kulmia ¢ ja 6 kutsutaan suuntakulmiksi.

Rakenteen taso

/
\<¢ Z X

>N

a

z
M

Kuva 1. Suuntakulmat ¢ ja @

Nyt p = p(s,t) jav(s,t) =v,(s,t)e, jolloin liikeyhtdlo (1) ja aaltoyhtild (2) saavat muo-
dot

o __ 1o (4)
ot pos’
ja
op 10p
o> o ©)

Akustisissa tarkasteluissa osoittautuu tarkoituksenmukaiseksi kayttdd fysikaalisten
suureiden p, v ja v, sijasta kompleksisia suureita p, v ja v, koska niiden avulla monet
tarkastelut yksinkertaistuvat huomattavasti. Helposti ndhdéén sijoittamalla, ettd komplek-
sinen paine

R j(u(t—f)
c

p(s,)=pe  °, (6)
missd p on kompleksinen amplitudi, toteuttaa aaltoyhtédlon (5) ja on siis sen kompleksi-
muotoinen ratkaisu. On ilmeistd, ettd funktion (6) reaali- ja imaginaariosat erikseen to-
teuttavat yhtdlon (5) ja ovat molemmat sen fysikaalisia ratkaisuja. Ottamalla amplitudille

p esitys
p=pe’, (8)
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missi

p=[p|, p=arg®), ©)
ovat reaalinen amplitudi ja vakio kulma, ja sijoittamalle se lausekkeeseen (6) saadaan
kompleksinen paine muotoon

n j(a)t—a)i;ﬂp)

p(s,)=pe < . (10)
Ottamalla lausekkeen (10) reaaliosa, saadaan fysikaaliselle paineelle lauseke
p(s,1) = Refp(s, )] = pcos (01 ~w=+9). (11)
C

Sijoituksella voidaan tarkistaa, ettd se toteuttaa aaltoyhtdlon (5). Ottamalla vastaavasti
lausekkeen (10) imaginaariosa, saataisiin fysikaaliselle paineelle sinimuotoinen lauseke,
joka on myos aaltoyhtdlon ratkaisu. Téssad tyossd fysikaalisina suureina pidetddn vastaa-
vien kompleksisuureiden reaaliosia. Liitkeyhtdlostd (4) seuraa

oV, j . iot=>)
==ne c

g 12
o pe p (12)
Yhtélon (12) toteuttaa nopeus
v, =2 (13)
pC
Kompleksinen nopeus v saadaan siis muotoon
o Je=)
Vs(s,t)zvseJ i , (14)
missd sen kompleksinen amplitudi on
g =2 (15)

pc
On siis huomattavaa, etté tasoaallon nopeuden s -komponentin ja paineen kompleksisilla
amplitudeilla on yhteys (15). Kompleksinen paine (6) voidaan esittdd myds muodossa

p(s,t) = pe’ ™, (16)
missa
k= % (17)

on aaltoluku. Aaltoluvun ja aallonpituuden A vélilld on yhteys k =27/ A, joten aaltoluku
on kddntiden verrannollinen aallonpituuteen. Koordinaatille s saadaan
s=el(xi+yj+zk)=xcosgsinf+ ysingsin@+zcosf . (18)
Sijoittamalla tima lausekkeeseen (16) saadaan suuntaan e etenevén tasoaallon komplek-
siselle paineelle lauseke
P(x, v,2,0) = pe" ", (19)
missé kertoimia
k,=kcosgsin®, k =ksingsin®, k =kcos6 (20)
kutsutaan aaltoluvuiksi x-, y-ja z -suunnissa. Niitd vastaavat aallonpituudet x-, y - ja

z -suunnissa ovat A =27x/k, , A, =27/k, ja A =27x/k,.
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Laatta, jonka molemmin puolin on nestettd

Tarkastellaan ddretontd laattaa, jonka molemmilla puolilla on nestettd. Laatta on (x, y)-
tason suuntainen ja z -akseli suuntautuu alaspdin. Laatta on siis vaakatasossa ja sen ne-
gatiivisen ja positiivisen z -akselin puoleisia avaruuden osia kutsutaan tdssi yli- ja ala-
puoliksi ja nithin viittaamaan kiytetdan alaindekseja — ja + . Laatan yla- ja alapinnan
z -koordinaatteja merkitdédn symboleilla z ja z . Jos laatan yld- ja alapuolella on eri
nestettd, kdytetddn niiden ominaisuuksille alaindeksejad — ja +. Koordinaatiston (x, y,z)
origoa ei aseteta tdssé tarkastelussa laatan keskitasoon, kuten laattojen késittelyssi taval-
lisesti tehddan.

Laattaa kohtaava tasoaalto

Tarkastellaan ddretontd laattaa, jota kohtaa sen ylidpuoleisesta puoliavaruudesta tasoaalto,
jonka suuntakulmat ovat ¢ ja @. Tdmain tuloaallon (/, input wave) kompleksiselle pai-

neelle otetaan esitys
j(a)tkaxfk},y—kzz)

p,(x,y,2,t)=p,e : 21
missd amplitudi p, on tunnettu kompleksinen vakio. Tasoaallon kohdatessa laatan, tulo-
aallon paine (21) ei sellaisenaan kuvaa tilannetta, vaan tarvitaan toinen, heijastunut aalto

(R, reflected wave), jonka kompleksiselle paineelle otetaan esitys

Pr (x, Y, 2z, t) — f)R ej(wt—kxxfkyyfk&z) , (22)

Jossa aaltoluvut & ja k, ovat samat, mutta aaltoluku k, poikkeaa tuloaallon
aaltoluvusta k_ . Soveltamalla kaavoja (20a) ja (20b) tuloaallolle ja heijastuneelle aallolle
saadaan yhtalot

k. =kcos¢sinf =kcosd,sinb,,

. . . . (23)
k, =ksingsin0 = ksin g, sin G,
joista seuraa heijastuneen aallon suuntakulmille
¢R =9, (24)

(6,=0) ja ,=7—-0.

Soveltamalla vield kaavaa (20c) saadaan

k_,=kcosO, =—kcos0=—k.. (25)
Heijastuneen aallon kompleksisen paineen esitys on siis

Pa(. 72y =pye 26)
Niin kokonaispaineelle laatan yldpuolella saadaan

P_(x,2,2.0) =P, (6, 1,20 + P (6,1, 2,0) = (Bre " + e’ e L (27)

Téssd kohdassa on tarkoituksenmukaista valita koordinaatiston origo laatan yldpinnalla,
jolloin z_ =0. Paine (27) laatan yldpinnalla z =0 on siten

P (6,00 = (B, +py)e" ™", (28)
Se toimii laatalle kuormituksena, joten sen vaikutuksesta syntyvélle kompleksiselle tai-
pumanopeudelle on luontevaa ottaa vastaava esitys

W(x, 1) = we ", (29)

—jk.z
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jonka aaltoluvut &, ja k, ovat samat. Tdméa merkitsee sitd, ettd paineen ja taipumanopeu-
den aallonpituudet x-ja y-suunnissa A4 ja A, ovat samat ja aallot siis yhtyvit. Laatan
yldpinnalla z=0 on voimassa reunachto, joka saadaan soveltamalla kolmatta liikeyhta-
164 (1) laatan pinnalla ja ottamalla huomioon, ettd v_(x,y,0,7) =Ww(x, y,t), missd w on
laatan taipumanopeus. Saadaan yhtélo

op_ oW
—~ W ,O,t =—pP_— X 5t 5 30
aZ(xy ) pat(xy) (30)

missd p_on laatan yldpuoleisen nesteen tiheys ja w(x, y,7) on laatan kompleksinen tai-
pumanopeus. Sijoittamalla lausekkeet (27) ja (29) reunaehtoyhtdloon (30) saadaan

k. (=p, +Pp)e" T =—jap W' T (1)
ja soveltamalla laatan yldpuolella yhteyttd (20c) paine- ja taipuma-amplitudeille yhteys
~ ~ C_ 2
Pe =P, — L= (32)
cost

Laatan synnyttdmd tasoaalto

Tarkastellaan harmonisesti virdhtelevad ddretontd laatta, jonka taipumanopeus on muotoa
(29). Sen alapuoleiseen puoliavaruuteen syntyvén aallon kompleksiselle paineelle otetaan
vastaavin perustein kuin kohdassa 2.3 esitys

p.(x,,2,0)=p,e
Reunaehtoyhtlo laatan alapinnalla z =z, on

.
oz
missd p, on laatan alapuoleisen ( z -akselin positiivisen suunnan puoleisen) nesteen ti-

heys. Sijoittamalla tdhédn lausekkeet (29) ja (33) saadaan yhtilo

—jk.p,e Y — jap W ), (35)
josta seuraa soveltamalla vield laatan alapuolella yhteyttd (20c) laatan synnyttdmén aallon
kompleksisen paineen amplitudille tulos

p, =els L (36)
cos@,

etk x—k,yk.z) (33)

oW
(xayaZJrat):_erE(xayat)’ (34)

Kahden laatan viilinen tasoaalto

Tarkastellaan kahta laattaa 1 ja 2 sekd niiden vélissé olevaa nestettd. Laattojen taipuma-

nopeuksille otetaan esitykset

w,(x, y,t) = viflej(wt_kxx_k”y ), W, (x, y,t) = \;Vzej(wt—k"x_k}’y ) (37)

Laattojen véliseen nesteeseen syntyy z -akselin positiiviseen ja negatiiviseen suuntaan

etenevit aallot 4 ja B, joiden paineille otetaan esitykset
i(ot—kx—k,y—k.z)

p.(x,,z,0)=p,e s Ps(X,0,2,0) =Dye
ja kokonaispaine on

j((ut—kxx—kyy-#kzz) (3 8)

P=D,+ Py =D, +pye" ) (39)

149



Reunaehdot laattojen nesteeseen rajoittuvilla pinnoilla z=z, ja z=z, ovat

op ow, op oW,
— (0, p,z,,t)=—p—(x,1,1), —(x,¥,2, ,t)=— X, v,1). 40
aZ(yl)pat(y)az(yz)/oat(y) (40)
Niistd seuraa
_jkz (ﬁAe_Jk:ZH _IA)BeJkZZH )= —pj a)v'vl, @
k. (p e ~ Py’ ) = —pjow,
ja edelleen yhtalot
e’jkzZHﬁA _eijZHf)B — pc \%\/1,
cos 42)
e—jkzzsz)A _ejkzzzfﬁB — pC \;V2'
cos
Ratkaisemalla niistd yhtdloistd paineamplitudit, saadaan
Ao pPe jkera G ko2 3
=—— (- w, +e" " Ww,),
P 2sink.d cosH( : 2
. (43)
Ao ] pe (e +e ),

Pr= 2sink_d cos @

missd d =z, —z,, on laattojen vilisen nestekerroksen paksuus.

Aidneneristavyys

Akustinen intensiteetti ja ddnen teho

Aluksi tarkastellaan, kuinka rakenteen ddneneristivyys voidaan méarittdd, kun siithen
kohdistuu tasoaalto, jonka taajuus on / ja suuntakulmat ¢ ja @. Tarkastelussa hyodyl-
linen késite on akustinen intensiteetti / , jota tarkastellaan tissé ldhteen [3] hengessd. Se
madritellddn suureena, jonka avulla d4énen tehon aikakeskiarvo pinnalla 4 saadaan kaa-
valla

<P>= j 1dA. (44)
A

Adnen teho pinnalla 4 on
P={pv,da, (45)
A

missd p on fysikaalinen paine ja v, on nopeuden normaalikomponentti. Sen aikakeski-
arvolle saadaan

1§ 1§
—— | Pdt=—~ dtdA , 46
<P> T'([Pt _[T!P"nt (46)

missd 7 =1/ f =2z /® on jaksonaika. Kaavoista (44) ja (46) seuraa akustiselle intensi-
teetille lauseke

lT
I=—\|pvdt. 47
Tlp : (47)
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Jos kysymyksessé on tasoaalto, jonka suunnan méairittelee yksikkovektori e ja joka koh-
taa (x, y)-tason suuntaisen tasopinnan, se saadaan muotoon

1t 1
I= ?lpvzdt = E_([P"sdt cosd. (48)

Fysikaaliselle paineelle ja s —nopeudelle saadaan

p =Re(p) = pcos(wt —Qs + @),
c

. 49
. 0] p 0] “49)
v, =Re(v,) =V, cos(wt ——s+ @) =—cos(wt ——s+ ).

c c c
Nain akustiselle intensiteetille saadaan
1 ~2 T A2
I:—p—jcosz(wt—gs+(p)dtcos,0: P cos b, (50)
T pc c 2pc

0
joka on vakio. Pinnan A4 1dpi virtaavan dinen tehon aikakeskiarvolle saadaan tdssi tapauk-
sessa

<P>=1I4. (51)

Rakenteen ddnenldpdisevyyskerroin ja ddneneristdvyys

Rakenteen ddnenldpidisevyyskerroin vinosti kohtaavalle ddniaallolle maaritelldén
kaavalla
<P >

<P >

(% (52)
Sille kidytetddn alaindeksid £ tdhdentdmédn kohtaamisen vinoutta (6 >0). Jatkossa
osoittautuu, ettd yleisessd tapauksessa 7, riippuu molemmista suuntakulmista ¢ ja 6.
Lapaisseen- ja tuloaallon tehojen aikakaskiarvot ovat

<P >=1A4, <P >=I,4, (53)

missd 4 on rakenteen ddntd lapdisevi pinta, ja niiden akustiset intensiteetit ovat

A2 ~ 2
I, = Pr cosd,, I, = Pr_cose, (54)
2p.c, 2pc.
missd alaindeksit — ja + viittaavat rakenteen ylé- ja alapuoleen. Rakenteen dénenlipéise-
vyyskertoimelle saadaan nyt

R
br
P,
Jotta kaavaa (55) voidaan kidyttdd, taytyy ldpdisseen aallon suuntakulma 6, tuntea.
Koska aaltoluvut k_ja k, rakenteen yli- ja alapuoleisessa nesteessd ovat samat, saadaan
kaavojen (20a) ja (20b) perusteella yhtélot

k_cos¢ sin@ =k, cosg, sind,,

k sing sin@ =k, sing, sind,,

. I _pec cost, pr _p.c cosb,
v = T =

~2 : (55)
I, p.c . cos@ p, p.c, cosO

(56)

joista seuraa ¢, =@ ja

151



0. = arcsin(lli—‘ sinf ) = arcsin(c—+ sinf ). (57)
+ c_
Tavallisesti rakenteen molemmin puolin on sama neste (ilma), jolloin kaava (55) yksin-
kertaistuu muotoon

A~ |2
Pr
P,
Rakenteen dineneristdvyys [dB] vinosti kohtaavalle ddniaallolle miiritelldén d4nen-14-
paisevyyskertoimen avulla kaavalla

7, =Pzl (58)

R =10lg—-. (59)

[

Rakenteen ddneneristdvyys diffuusille kentdille

Todellisuudessa dini ei koskaan kohtaa rakennetta vain yhdestd suunnasta. Siksi
rakenteen ddnenldpdisevyyttd tutkittaessa otaksutaan, ettd sithen kohdistuu diffuusi kent-
td, jossa eri suunnista rakenteeseen kohdistuvilla tasoaalloilla on sama todennékoisyys.
Tarkasteluun ei kuitenkaan siséllytetd aaltoja, joiden suuntakulma € ylittda tietyn koke-
musperiisen rajakulman @ , jolle kéytetiin [4] arvoa 78° . Rakenteen pinnan loivasti koh-
taavat aallot néet heijastuvat eivitka ldpdise rakennetta. Rakenteen dénenlépdisevyysker-
roin diffuusille kentélle méaritelldén kaavalla

[1,(4,0)as

=t (60)
j 1,(6)dS
S
missé integrointi tapahtuu tarkasteltavaa pistettd ympérdivéin r, -siteisen pallokalotin §
yli, jonka keskuskulma on & . Pinta-alkiolle saadaan

dS =r,sin0d¢-r,d0 =r; sin0d¢do . (61)
Nyt saadaan

[1,ds= l ppé cos 0dS = pﬂz rgﬁcos Osin 0d ¢d o,
L (62)
J
0

A2 2z
[1,ds =[z,(p.0)1,dS =21} [ [ 2,(4.0)cos Osin 0d g0,
S 0

N P.C

jolloin ddnenlédpiisevyyskertoimelle 7 saadaan tulos
270

[ [7.(#,0)cos 0sin 6dgdo L
r=200 = 12 = [[[7.(¢,0)sin0cos 0dO)dg . (63)

e 7sin

j jcos Osin Od¢do
00

Symmetrian vuoksi voidaan se vield kirjoittaa muotoon
2

sin? 6

T=

T j 7 (¢,0)sin O cos 0dO1d . (64)
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Aédnenlépéisevyyskertoimen lauseke 7,(¢,0) on yleensd niin monimutkainen, ettd
kaavan (64) integroinnit muuttujien ¢ ja € yli joudutaan suorittamaan numeerisesti so-
veltamalla puolisuunnikassddntdd. Monissa tdrkeissd kdytdnnon tapauksissa tasoaallon
ddnenlipaisevyyskerroin riippuu vain suuntakulmasta @. Talloin dénenlépidisevyys-ker-
toimen 7 lauseke (64) yksinkertaistuu muotoon

2 ¢ :
r:_—z_J‘ré(H)sm@cosedQ. (65)
sin” @ 5
Téssd tapauksessa numeerinen integrointi tapahtuu vain muuttujan 6 yli.
Rakenteen ddneneristivyys R [dB] diffuusille kentille saadaan d4nenldpidisevyysker-
toimen avulla 7 kaavalla
R=10lg 1 . (66)
T

Se riippuu taajuudesta ja esitetddn usein graafisesti taajuuden logaritmin funktiona.

Huomautus: Léhteessd [1], [3], ja [4] on esitetty ddnenldpdisevyyskertoimen 7 kaava
(65) ja lahteessd [3] sen johto. Niissd on siis rajoituttu tapaukseen, jossa z, riippuu vain
suuntakulmasta @. Yleisessd tapauksessa on kéytettiva kaavaa (64).

Laskennallinen didneneristdvyyskdyrd

Kokeellisesti ddneneristdvyys mitataan [5] 1/3-oktaavin levyisilld kohinaddnikaistoilla
kuudellatoista eri taajuudella vililla 100...3150 Hz. Mittaustulos esitetddn kdyréna (mur-
toviivana) koordinaatistossa, jonka abskissa on taajuuden logaritmi ja ordinaatta ddnen-
eristdvyys. Mééritettdessd ddneneristdvyytti laskennallisesti voidaan konstruoida vastaa-
vanlainen kdyrd. Tarkasteltava taajuusalue jaetaan kuuteentoista 1/3-oktaavikaistaan
i=1,---,16, joiden ala- ja yldrajat £"* ja f"seki keskipisteet f, on esitetty taulukossa
1. Asneneristivyyden keskiméirdinen suuruus kaistassa i maééritelldin lausekkeena

R ! 0 67

R=—m—m fj RO (67)
missd R(f) on ddneneristavyys taajuuden / funktiona. Integrointi kaavassa (67) suori-
tetaan numeerisesti kdyttden puolisuunnikassdantod. Kun kaistojen keskimééraiset ddnen-
eristivyydet R on madritetty, esitetdéin tulos murtoviivana, jonka kulmapisteiden i koor-
dinaatit ovat x, =1g £, ja y, = R,. Siti kutsutaan tissi laskennalliseksi ##neneristivyys-
kayraksi.

limaddneneristysluku

Usein rakenteen ilmadéneneristdvyys halutaan esittdd yhdelld luvulla. Tdllainen on ilma-
déneneristysluku R [dB], joka midritetdin seuraavasti [5]. Adneneristivyyskiyrin koor-
dinaatistoon asetetaan kolmesta suorasta osasta muodostuva vertailukdyrd (murtoviiva),
jonka ordinaattaa kahdeksannen oktaavikaistan keskuksen ]_f& =500 Hz kohdalla merki-
tdan symbolilla y, ja jonka arvot y;" kaistojen keskusten f, kohdilla on esitetty ( y, :n
avulla) taulukossa 1. Valitaan aluksi y, :n arvoksi suurin kokonaisluku, jolla déneneris-
tavyyskdyrin kulmapisteiden poikkeamien summa vertailukdyrén alapuolella on enintién
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32 dB. Jos samanaikaisesti pisteiden suurin poikkeama vertailukdyréstd on enintéén 8 dB,
ilmadaneneristysluku on R = y,. Jos suurin poikkeama ylittda 8 dB, valitaan y, :n uu-
deksi arvoksi suurin kokonaisluku, jolla samanaikaisesti ilmadineneristavyyskdyrin kul-
mapisteiden poikkeamien summa vertailukdyrin alapuolella on enintddn 24 dB ja suurin
poikkeama enintddn 12 dB. Téll6in ilmadéneneristysluku on R, = y;.

Taulukko 1. 1/3-oktaavikaistojen ala- ja ylérajat, keskipisteet seké vertailukdyran ordinaatat [5].

I li a g
f,-a a f,-y 7 f, y[ve;t

~.

I 8.1 112 100 y—19
2 112 141 125 y,-16
3141 178 160y, —13
4 178 224 200 y,-10
5 224 282 250 g7
6 282 355 315 y,-4
7 355 447 400 -1
8 447 562 500

9 562 708 630 y, +I
10 708 891 800  y,+2
11 891 1122 1000 y,+3
12 1122 1413 1250 y,+4
13 1413 1778 1600 y, +4
14 1778 2239 2000 y,+4
15 2239 2818 2500 y,+4
16 2818 3548 3150 y,+4

Laatan aaltoimpedanssi

Laatan aaltoimpedanssin mddirittely

Hyddyllinen késite, jota voidaan kdyttdd laatan ja laatoista koostuvan tasorakenteen
ddneneristivyyden médrittimisen yhteydesséd on laatan aaltoimpedanssi (wave impedan-
ce) [2], jolle kdytetddn myOs nimitystd separaatioimpedanssi (separation impedance) [1].
Esitetddn laattaan kohdistuva harmoninen kompleksimuotoinen jakautunut kuormitus,
sen synnyttdmé taipuma ja taipumanopeus muodoissa

q(x, y,0)=ge" " " (68)

w(x, y,1) = we' iy (69)
ja

W(x, p,1) = we' " Y (70)

Kompleksiselle taipumanopeudelle saadaan
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W(x, ,1) = % = jowe’ " (71)

joten sen ja taipuman kompleksilla amplitudeilla on yhteys

W= jow. (72)
Laatan aaltoimpedanssi miéritelldén nyt laatan kuormituksen ja sen aiheuttaman taipu-
manopeuden kompleksisten amplitudien suhteena

z =4 (73)

Kun laatan aaltoimpedanssi tunnetaan, voidaan laattaan kohdistuvan kuorman ja siité ai-
heutuvan taipumanopeuden kompleksisten amplitudien vilinen yhteys esittdd muodossa

Z'w=4. (74)
Seuraavassa johdetaan aaltoimpedanssin lauseke ortotrooppiselle Kirchhoff-laatalle ja
isptrooppiselle Reissner—Mindlin-laatalle.

Kirchhoff-laatan aaltoimpedanssi

Ortotrooppisen Kirchhoff-laatan taipuman w(x, y,¢) differentiaaliyhtdlo [7] on muotoa

o'w o'w o'w o’w
B —+2H ——+B, —+m——-¢q=0, (75)
S Ox ox 0y oy ot
missd ¢g(x,y,t) on laattaan kohdistuva jakautunut kuormitus ja m laatan pintamassa.
Kerroin H =B, +2B, jasekd B, B, B, ja B, ovat laatan taivutusjaykkyydet. Komp-
leksisen taipuman w(x, y,#) ja kuormituksen q(x, y,#) tapauksessa yhtdlo (75) esitetddn
muodossa

4 4 4 2
B2 on W g W, OV 0. (76)
ox Ox”0y Yoy ot
Tarkasteluun on samalla siséllytetty kompleksijadykkyysvaimennus, ottamalla kdytt6on
kompleksiset taivutusjaykkyydet

B, =B.(I+jm, H=H(1+jmn), B, =B (+jn), (77)

missd ;7 on hdvidluku. Sijoittamalla taipuman ja kuorman lausekkeet (68) ja (69) yhtdloon
(76) saadaan amplitudien W ja q vilille yhtild

4 212 4 INA oA
(B,k, +2Hk k; + Bk, —mo”)w =q. (78)
Soveltamalla vield yhteyttd (72) saadaan amplitudien W ja q vilille yhteys
_ B k! +2HKK +B kY .
jmao — ——— )W =q. (79)
@

Vertaamalla yhtiloitd (74) ja (79) saadaan ortotrooppisen Kirchhoff-laatan aaltoimpe-
danssille tulos

B k! +2Hk}k} +B k;
=)

7 =j(mw-— (30)
Jos kysymyksessé on isotrooppinen laatta,
3
B =B :H:BEL2 (81)
g 12(1-v7)
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ja sen aaltoimpedanssille saadaan
7' = iimo—2 (2)*sin* 0], (82)
® c

missi
B=B(1+]jn). (83)

Reissner-Mindlin-laatan aaltoimpedanssi

Tarkastellaan tissé isotrooppista Reissner—Mindlin-laattaa, johon on siséllytetty rotaatio-
hitauden vaikutus. Sen taipuman differentiaaliyhtdlo on johdettu liitteessd A (kaava
(A.16)) ja on muotoa

ow mJ o'w o’w B_, Jodgq

+— +m =q——Vg+——, 84
o s a o s s (84)
missd B ja S ovat sen taivutus- ja leikkausjaykkyydet sekd J on rotaatiohitaus. Vastaa-

va kompleksimuotoinen yhtdlod on
2 4 2 2
8W+mJ8W oW sz +égt(21’ (85)

BV*w—(J + ””‘?B)v2

o s o a1
missd kompleksiset jaykkyydet ovat

B=B(1+jn), S=S1+jn). (86)
Sijoittamalla taipuman ja kuorman lausekkeet (68) ja (69) yhtdloon (85) saadaan yhtdlo
4

4
[Ba)—4sin49—(J+m—B)a)—2sin2 9+ﬂa)4 —mo’ W
c

BViw—(J + ’”SB)VZ

B o S (87)
[ .2 2\ A
=(1+——sin"f0——w")q,
+3= 54
Soveltamalla vield yhteyttd (72) saadaan amplitudien W ja q vilille yhteys
2 2
m—Ba)—4sin4 6?+(J+mSB)a)2sin2 19—”;](02 )
jo ¢ P CJ w=q. (88)
1+——sin*0-= o’
c S

Vertaamalla yhtél6itd (74) ja (88) saadaan isotrooppisen Reissner—Mindlin-laatan aalto-
impedanssille tulos

2 2
m—Bw—4sin4 9+(J+m—B)a)—2sin2 o-"
Z\ :ja) c - - S CJ S (89)
1+—w—2sin2 0-" o
c S
Jos laatta on homogeeninen
3 2
B:iz,S:kGh,J:mh , (90)
12(1-v7) 12

missd k =5/6 on leikkauskorjauskerroin. Jos lisdksi vaimennus jatetddn huomiotta, jol-
loin B=B ja S=.S, aaltoimpedanssin lauseke (89) saa muodon
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2 2 212
m— B—sm 0+ ( lg ZZ;B;Z)CO ze—inztha)z
Z =jo c’ o c — . (91)
b+ @78 2‘9_121«; o’
C

Tama tulos on esitetty ldhteen [1] kaavassa (9.90), silld erolla, ettd siind k =1.

Tarked kéytdnnon sovellus on sandwich laatta. Esimerkiksi kuvan 2 sandwich laatan,
jonka pintakerrokset ovat ohuet ja samanlaiset, taivutusjiaykkyys, leikkausjaykkyys, pin-
tamassa ja rotaatiohitaus voidaan arvioida kaavoilla

_ 25%“’;) S=Gd, m=2pt+p.(d—1), J= ps;dz + pc(‘f;f . (92)
joissa alaindeksit s ja ¢ viittaavat pinta- (surface) ja ydinkerrokseen (core).
E,ve.p,
EEEEEE Ty
G..p.

EEEE— T

Kuva 2. Yksinkertaisen sandwich laatan poikkileikkaus

Yksittdisen laatan aaneneristavyys

Laatan ddnenldpdisevyyskerroin

Tarkastellaan laattaa, jonka yla- ja alapuolella on yleisessa tapauksessa eri nesteet, jotka
identifioidaan alaindekseilld — ja +. Asetetaan koordinaatiston origo laatan yldpintaan,
jolloin z_ =0. Nesteistd laattaan kohdistuva jakautunut kuorma muodostuu sen yli- ja
alapintoihin z=0 ja z =z, kohdistuvista paineista seuraavasti

q(x, y,0) =p_(x,,0,6) =p.(x,,2,,1) . (93)

Kéyttden kaavoja (28), (33), (32) ja (36) saadaan
A0 31 = (B, +Pe —B e ) T =g Y, (94)
missd kuorma-amplitudi on

n . p.C. p
=2p, — O 95
4= <P (cos 6 cosO, w050 " ©3)

Sijoittamalla tdmé yhtdloon (74) saadaan yhtdlo

(Z + L5 S NG 20p (96)
cos@. cost9

jonka ratkaisu kompleksiselle taipumanopeuden amplitudille on
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W= 2p, . 97)
74 P Pl
cosd  cosd,

Lapéaisseen aallon (7 transmitted wave) kompleksinen paine laatan alapinnalla on
pr(x,3,8)=p,(x,¥,z,,t). Kaavoja (33) ja (36) kéyttiden sen amplitudille saadaan

A c, 2
p, = Pl G (98)
cos 6,

Sijoittamalla sithen taipumanopeuden amplitudi (97) saadaan tulos

- P,
Pr= . (99)
1 +l,o_c_ cosé, L7 cos 6,

2 2p.c, cosl 2p.c,

Laatan a4nenldpéisevyyskertoimelle vinosti kohtaavalle déniaallolle saadaan nyt kaa-
van (55) perusteella

c_cos® 1
T ﬁc c0s0. 11 1 0 o (o
Ch -1, 1pc cosO, 0 cosd,
2 2p.c, cosb 2p+c+|

missd p_, ¢, p, ja c, ovat laatan yla- ja alapuoleisen nesteen tiheydet ja ddnen nopeudet
sekd @ ja @, ovat kohtaavan ja ldpdisseen aallon suuntakulmat. Jos laatan molemmilla
puolilla on ilmaa, p =p, =p ja ¢ =c, =c, missd p ja ¢ ovat ilman tiheys ja ddnen
nopeus, ddnenldpdisevyyskertoimen lauseke (100) yksinkertaistuu muotoon

1

r, = prl (101)
1+7 &

2pc
Lauseketta (101) (tai (100)) kdyttden voidaan maarittdd erilaisten laattojen danenlépdise-
vyyskerroin 7, sijoittamalla sithen kyseisen laatan aaltoimpedanssin lauseke. Edelld to-
dettiin, ettd yleisessa tapauksessa ddnenldpdisevyyskerroin 7, riippuu molemmista suun-
takulmista ¢ ja €. Néin esimerkiksi ortotrooppisen Kirchhoff-laatan tapauksessa todella
kéykin, koska sen aaltoimpedanssin lausekkeessa (80) esiintyvét aaltoluvut £, ja k , jot-
ka riippuvat kaavojen (20a) ja (20b) perusteella kulmasta ¢. Téssd tapauksessa laatan
ddnenldpaisevyyskerroin 7 diffuusille kentélle lasketaan kaavalla (64) kédyttden numee-
rista integrointia kahdessa suunnassa. Isotrooppisten Kirchhoff- ja Reissner—Mindlin-
laattojen tapauksessa ddnenldpdisevyyskerroin 7, riippuu vain kulmasta € ja laatan
ddnenldpdisevyyskerroin 7 voidaan laskea nopeammin kaavalla (65) kédyttden numeerista
integrointia yhdessd suunnassa. Laatan ddneneristdvyys saadaan lopuksi kaavalla (66).

Isotrooppisen Kirchhoff-laatan dicinenldpdisevyyskerroin

Tarkastellaan hieman yksityiskohtaisemmin isotrooppisen Kirchhoff-laatan didnenlépii-
sevyyskertoimen 7, médrittdmistd. Sijoittamalla aaltoimpedanssin lauseke (82) kaavaan
(101), laatan dénenldpdisevyyskertoimelle lauseke
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1
= (102)

Lilmo- 2 (2)'s ]‘;Osf

Muokataan lauseketta (102) sijoittamalla s11hen kompleksisen taivutusjdykkyyden lause-
ke (83). Saadaan tulos

1
7, = ., (103)
B o, . cos @ cosd.,
[1+7—(=)*sin* =T +{m —*( Cytsin’ 0171
w c 2pc 2pc
joka on reaalimuodossa. Tamai voidaan vield saattaa muotoon
1
Fe= f? mf 1’ mf ’ (109
(14725 sin* === cos0)’ +[(1- 5 sin* 6) = cos O]’
Je pc Je pc
missd f =@/ 2z on taajuus ja vakiota
2
¢ |m
=—,|= 105
fe 2z \' B (105)

kutsutaan kriittiseksi taajuudeksi. Tulos (104) hieman eri muodossa on esitetty ldhteessa
[1] numerolla (9.95). Havaitaan, ettd taajuudella
/.
=_—Jc 106
/ sin’ @ (106)
ddnenldpdisevyyskerroin on
1

zmf, cosf .,

7, = (107)

(1+n

pc sin® 6

Jja vaimentamattomassa tapauksessa 7 =0 se on 7, =1. Tdma merkitsee, ettd taajuuden
lahestyessd arvoa (106) ddnenldpdisevyyskerroin ldhestyy ykkdostd ja ddneneristivyys
vastaavasti nollaa. Ilmi6td kutsutaan koinsidenssiksi.

Tarkastellaan esimerkkind ldhteessé [1] tarkasteltua lasilaattaa, jonka paksuus, kim-
momoduuli, Poissonin luku, haviokerroin ja tiheys ovat £=4,76-10" m (3/16 ),
E=6,76- 1010 N/m*, v=0,33 , n=1-10"ja p, 2500kg/m [Iman tiheydelle ja d44nen
nopeudelle ilmassa kaytetaan arvoja p=1,21 kg/m ja ¢ =343 m/s. Taivutus-jaykkyy-
delle ja kriittiselle taajuudelle saadaan B =681,8 Nm ja f, =2473,7 Hz. Kuvassa 3 on
esitetty kaavoja (104) ja (59) kéyttden laskettu lasilaatan déneneristivyys R, tulokulmilla
€ =0°, 0 =45°, 0 =85° taajuuden funktiona. Koinsidenssitaajuudet (106) tulokulmilla
6 =45° ja € =85° ovat vastaavasti 4950 Hz ja 2490 Hz . Kaavoja (107) ja (59) kdyttden
saadaan laatan tulokulmia & =45° ja @ =85° vastaaviksi déneneristavyyksiksi R, koin-
sidenssitaajuudella arvot 2,38 dB ja 0,17 dB, jotka ovat pienid. Laskettiin myds laatan
ddneneristivyys R diffuusille kentélle taajuuden funktiona, soveltamalla kaavaa (65) ja
numeerista integrointia. Tulos on piirretty tdydelld viivalla kuvaan 3. Lahteen [1] kuvassa
9.19 esitetyt kdyrdt, jotka on piirretty harvemmalla pistejaolla, ovat hieman epétarkempia.
Kuvassa 4 on konstruoitu kohdissa 3.4 ja 3.5 esitetylld tavalla lasilaatan déneneristysluku,
jolle saatiin arvo R =28 dB.
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R [dB]

10 40 100 400 1000 4000
f[Hz]
Kuva 3. 3/ 16" (4,76 mm) paksuisen lasilaatan d4neneristdvyys R, taajuuden funktiona eri
tulokulmilla: @ =0° ; 8 =45° ; 8 = 85° seki ddneneristivyys R .

40

1

35

w
o
T

N
()]
T

L 1

O 1 1 1 Q) 1
100 200 400 500 800 1600 3150

Kuva 4. 3/1 6 paksuisen lasilaatan laskennallinen déneneristédvyyskdyrd +, vertailukéyrd — ja
niiden avulla laskettu déneneristysluku R .
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Massalaki

Taajuuden ollessa kriittiseen arvoon nihden pieni f ~ f,, laatan ddnenlépdisevyys-ker-
toimelle (104) saadaan

1
= (108)
1+ (M cos 0)
pc
ja ddneneristavyydelle
R =101+ (™™ cos0)']. (109)
pc

Havaitaan, ettd nima suureet eivit riipu laatan taivutusjiykkyydestd vaan pelkistdin sen
pintamassasta m . Puhutaan massalain mukaisista suureista ja symboleihin on lisétty yla-
indeksi m muistuttamaan tistd. Kaavat (108) ja (109) antavat siis laatan massalain mu-
kaiset ddnenldpdisevyyskertoimen ja ddneneristivyyden. Massalain yhteydessd on myds
mahdollista johtaa [3] analyyttiset kaavat laatan ddnenldpdisevyyskertoimelle ja dénen-
eristivyydelle diffuusin kentén tapauksessa. Esitetddan kaava (108) muodossa

1

"O)=————, 110

726 1+a’cos” @ (110)

misséd on kéytetty lyhennysmerkintda
o= (111)

pc
Soveltamalla kaavaa (65) saadaan
% sin@cos 9

" (112)

~sin’ 0 1 1+a’ cos 0

ja suorittamalla integrointi, massalain mukaiselle ddnenldpdisevyyskertoimelle z” tulos

1 1+a*
= In — . 113
a’sin’0  1+a’cos’ O (113)

Vastaavalle ddneneristdvyydelle saadaan tulos

2 2
R" =10lg—— =101g— S0 f : (114)
" l+a

In——
l+a” cos” @

Kuvassa 5 on esitetty isotrooppisen laatan ddneneristivyys R, = R (0°) kohtisuoraan
kohtaavalle d4niaallolle sekd kaavalla (114) lasketut vastaavat aanenerlstavyydet R™ dif-
fuusille kentlle, kun 6 =78° ja @ =90°, taajuuden ja massan tulon fin funktiona. Vas-
taava kuva on lahteissd [1], [3] ja [4]. Yleensd a =1, jolloin

z101g$=101ga —101g% (115)
In—= In—5—=
cos” & cos” 0
Sijoittamalla tihin @ = 78° saadaan
R ~101g %™y Zs.16. (116)
poc

Laatan déneneristavyydelle R, saadaan kaavoilla (59) ja (104)
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R, =R, (0°)=101g1+(Z" 1~ 10167y (117)
yols yols

Kaytettiin hyviksi tietoa ettd a ~1. Néin saadaan yhteys

R" ~R -5,16. (118)
Téhén kaavaan perustuu yleisesséd kiytdssé oleva sddnto, ettd massalain mukainen (kul-
maa @ = 78° kiyttden laskettu) ddneneristavyys R"” diffuusille kentdlle on noin 5dB pie-
nempi kuin kohtisuoraan kohtaavan aallon d4neneristavyys.

80

70

O 1 1 1 1 ]
102 103 10* 10° 10° 107
fm [Hz kg/mz]
Kuva 5. Kdyrit ddneneristivyyden madrittdimiseksi, kun massalaki on voimassa eli f/ f, =1.

Kohtisuoraan kohtaavan aallon déneneristdvyys R, ja massalain mukainen d4neneristivyys R"
diffuusille kentille laskettuna kaavalla (114), kun @ = 78° jakun 6 =90°.

Kdyrdsto isotrooppisen laatan ddneneristdvyyden mddrittadmiseksi

Konstruoidaan lopuksi akustiikan oppikirjoissa [1], [3] esiintyvé kéyrasto, jonka avulla
isotrooppisen Kirchhoff-laatan ddneneristdvyys 7 diffuusille kentélle voidaan méérittaa
graafisesti. Laatan dinenlépéisevyyskertoimelle kohtisuoraan kohtaavalle (€ = 0°) d4ni-
aallolle saadaan kaavalla (104)

1

7, =7,00)=——"—— (119)
1+ (T
pc

ja sen arvolle kriittiselld taajuudella
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1

=, (f)=—". (120)
1 (Fey
pc
Kaavojen (104) ja (120) perusteella kertoimien 7,(60) ja 7| suhde saa muodon
1+ (A)Z
7,(0) zmf,
- = . I I . (121)
f ( P Jr?]—Ssin4 O cos )’ +[(———3sin4 6)* cos’ 0
zmf. . e S
30

R(f/f C)-Ri [dB]

1 1 1 1 1 1 |

-40 '
0.0625 0.125 025 05 1 2 4 8 16

Kuva 6. Kdyristo isotrooppisen Kirchhoff-laatan déneneristivyyden méarittamiseksi taajuudella
f/ eri hdaviokertoimilla 7.

Olettamalla, ettd

PC 1, (122)
mf,
joka vastaa edelld kaytettyd oletusta a =1, kaava (121) yksinkertaistuu muotoon
7,(0) 1
R e (12
L [(nZ5sint 6)? +(7—?sin4 0)*]cos’ O

Koska z{ on vakio, voidaan vastaava suhde 7 /7| madrittdd soveltamalla kaavaa (65) ja

numeerista integrointia. Laatan déneneristavyydelle diffuusille kentdlle saadaan
R=1010gl=1010gr—l+1010g%=1010gi+Rj, (124)
T T T T

1
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missi

R :101ogi6=101g[1+(%)2] (125)
7! ol
on kriittiselld taajuudella maéritetty kohtisuoraan kohtaavan aallon ddneneristivyys. Nai-
den erotus on

c

R-R =10log ™~ . (126)
T

Kaavoja (123), (65) ja (126) soveltaen voidaan koordinaatistoon, jonka abskissa ja ordi-
naatta ovat f/ f, ja R— R/ konstruoida kéyrid. Ndmaé kdyrit riippuvat ainoastaan suh-
teesta f'/ f, jahdviokertoimesta 5 . Kdyristo on esitetty kuvassa 6 ja se on laatan ja myos
sitd ymparoivin nesteen ominaisuuksista riippumaton. Vastaava kéyristd on esitetty il-
man johtoa ldhteissé [1] ja [3].

Ortotrooppinen laatta

Sijoittamalla aaltoimpedanssin lauseke (80) kaavaan (101), saadaan ortotrooppisen
Kirchhoff-laatan dénenldpéisevyyskertoimelle vinosti kohtaavalle déniaallolle lauseke

1
B k* +2HK*k> +B k* 2 (127
A oK W, cosH|

0] 2pc‘

T,=

1+ j(mo—

Laatan ddnenldpdisevyyskertoimen 7 laskeminen diffuusille kentélle tapahtuu nyt nu-
meerisesti kaavalla (64).

Tarkastellaan esimerkkind kuvan 7 terdksisté aaltolevyé, jonka poikkileikkauksen kes-
kiviivan yhtilo on

z:asin%, (128)

missd a on amplitudi ja [/ puolijakson pituus. Lahteen [7] mukaan laatan taivutusjayk-
kyydet ovat
3 3
LBy gl B
s12(1-v7) [ 12(1+v)

missd /& on levyn seindmén paksuus, s puolijakson pituutta vastaava kaarenpituus ja /
poikkileikkauksen jadyhyysmomentti pituutta kohden. Jilkimmaiset voidaan méérittaa
likikaavoilla

(129)

2

7 oa., a’h 7t oa.,
s l[1+4(l)], 1 5 [1+ 2 (l)]. (130)
Teriksen kimmomoduuli, Poissonin luku, tiheys ja haviokerroin ovat £ =2-10" N/m?,
v=0,3, p, =7700 kg/m* ja 7=10". Lisiksi /=25 mm, a=10 mm levyn seinimin
paksuus on =1 mm. Kuvissa 8, 9 ja 10 on esitetty aaltolevyn R, taajuuden f funktiona
suuntakulman ¢ arvoilla 0°, 45° ja 90°. Niihin on piirretty kohtaamiskulman € arvoja
0°, 25°, 50° ja 75° vastaavat kdyrdt. Kuvassa 11 on esitetty aaltolevyn ja vertailun
vuoksi saman paksuisen tasolevyn ddneneristivyys R taajuuden f funktiona. Aaltole-
vyn ddneneristysluvun R, mdéérittdmistd havainnollistaa kuva 12. Sille saatiin arvo
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R, =22 dB. Vastaavan tasolevyn dadneneristysluvun arvoksi tuli R, =28 dB. Aaltolevy
eristdd siis 4antd huonommin kuin vastaava tasolevy.

D
D
D

A A

: X
Ly

J:'

Kuva 7. Teréksinen aaltolevy

60 r

0 1 1 1 1 |
100 200 500 1000 2000 5000

f[Hz]

Kuva 8. Aaltolevyn dineneristivyys R, taajuuden f funktiona, kun ¢=0° ja ja 6=0°, 25°,
50°, 75°.
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100 200 500 1000 2000 5000
f[Hz]

Kuva 9. Aaltolevyn dédneneristdvyys R, taajuuden

50°, 75°.
60 P
7
7 ‘
50
40 |
) =
3,30 - =
=z a o ll
x =25 /
- r"——-_--.\s 3 l’
_/"' \.‘: " ¥
20 _ \\ H h
- 0 \ 1 1]
2 975 \ ! I
------------- 1! '
100 e l!.' \
H il |
: H]
O 1 1 ‘-‘j b| 1 ]
100 200 500 1000 2000 5000

f[Hz]
Kuva 10. Aaltolevyn dineneristivyys R, taajuuden f funktiona, kun ¢=90° ja 6=0°, 25°,
50°, 75°.
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Kuva 11. Aaltolevyn ja saman paksuisen tasolevyn ddneneristivyys R taajuuden / funktiona
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Kuva 12. Aaltolevyn laskennallinen &4neneristdvyyskéyrd +, vertailukéyrd — ja niiden avulla
laskettu daneneristysluku R .
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Laatoista ja niiden valisista nestekerroksista koostuva rakenne

Rakenne

Tarkastellaan kuvan 13 laatoista i=1,---,n» ja niiden vélisistd nestekerroksista
i =1,---,n—1 koostuvaa tasorakennetta. Y14- ja alapuolen suureille kdytetddn alaindekseja
0 ja n. Tarkastelussa x,y —taso yhtyy ylimmaén laatan 1 ylépintaan, joten z, =0.

Ylapuoli 0: p,,c,.6,

T Laatta 1
Vil 1: p,,¢,,6, z. Ei
Laatta i
vili iz p,,c,,6. dilz,
4 Laattai+1
Laatta n

Alapuolin: p,,c, .0,
Kuva 13. Laattarakenne
Laattojen i =1,---,n kompleksisten kuorma- ja taipuma-amplitudien ¢, ja W, vélilld on
yhtdloa (74) vastaten yhtalot

ZWw.=q,, i=1n, (131)
missd Z, on laatan i aaltoimpedanssi.

Laattojen kompleksiset kuorma-amplitudit

Tarkastellaan ensin laattaa 1, jonka yla- ja alapuolella olevat nesteet ovat 0 ja 1. Laatan
jakautunut kuorma muodostuu sen ylé- ja alapintaan kohdistuvista paineista seuraavasti

ql(x’y’t) :po(xayaOat)_pl(xayazl+,t)

‘ . A (132)
o I ” ka7 21214 (or—kx—k,y)
= (P, + P —Pye T — Py’ ) T
Soveltaen kaavoja (32) ja (43) saadaan téstd
q,(x,y,0) =g, ", (133)
missd kuorma-amplitudi on
G, =2p, — (L i PG ootk d)w, — L otk dw, . (134)

cosf, ~cosf, cos b,

Tarkastellaan sitten laattaa i, jonka yla- ja alapuolella olevat nesteet ovat i —1 ja i. Laa-
tan jakautunut kuorma muodostuu sen yld- ja alapintaan kohdistuvista paineista seuraa-
vasti

q,(x,y,0)=p,(x, ¥,z 1) —p;(x, ¥, 2,1)

‘ . ' , ke (135)
= (pAi—leiijHZF +pBi—1eJkZHZF _pAieijijH _p/};ieﬂ(ﬂli+ )eJ( e,
Soveltaen kaavoja (43) saadaan tista
q,(x,3,0) =4, ", (136)

missd kuorma-amplitudi on
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A _ J PiiCia G
smkzz d_ cosf,
+ (P cotk d | +-L5 otk d )W, (137)
cosd,, cosd,
) pa o

i+1
sink_d, cosd "

zi 0

Tarkastellaan lopuksi laattaa 7, jonka yli- ja alapuolella olevat nesteet ovat n—1 ja n.
Laatan jakautunut kuorma muodostuu sen yli- ja alapintaan kohdistuvista paineista seu-
raavasti

q,(xy,0)=p,.(x,y,z, ,t)—p,,(x, Vs Zy51)

. AN (138)
— (pn_1+ =Koyt Z + pn 1_ n-1%n— __ pn+e_Jk:nzn+ )eJ( ky kyy).
Soveltamalla kaavoja (43) ja (36) saadaan tédsti
q (X y,t) q J(a)t ko x—k,y) (139)

missd kuorma-amplitudi on

q ‘] Pn-1Cp1 3 PuCa < Puo1Cai 2
- W~ - cotk _.d W . 140
1 “sink d,_ cosf, , " (cos 0, Jcosa @y D)W, (140)

zn—1

Yhtdloryhmd kompleksisille taipuma-amplitudeille

Sijoittamalla kuorma-amplitudit (134), (137) ja (140) yhtél6ihin (131) saadaan yhtals-
ryhma

Zw=2p,, (141)
missa
w=1{ ! (142)
W

on kompleksisten taipumanopeusamplitudien muodostama pystyvektori ja p, on vakio
vektori, jonka ensimmadinen alkio on tuloaallon kompleksinen paineamplitudi p, ja muut
alkiot ovat nollia. Matriisia Z kutsutaan tissé systeemin impedanssimatriisiksi ja sen nol-
lasta eroavat alkiot ovat
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Z,=7, + Lo PG cotk,,d,,
cosf, ~cosb

e 1

Z - b
. cosd, sink_d,
=1 pi—lci—l 1
" Tcos@,, sink, d, ]
7, =7 L% otk d  —iL otk d,t i=2,0,n-1.  (143)
’ cos@_, cos 6,
yoXel 1
R
cosd sink_d,
. pn— Cn— 1
Zn,n—l = J 1 1 . 4
cos@ _, sink, d, |

50, PC - PuiCoa
Zn,n - Zn + — _J ———cot kzn—ldn—l ’
cosf, “cosd

Jatkossa tarvitsemme pelkéstddn alimman laatan 7 taipumanopeuden kompleksista
amplitudia W, soveltamalla Cramerin sdéntda [6] yhtdloryhméan (141) saadaan sille tulos

A detZ
w =25y 144
! detZ Pr (144)

missd detZ, on sen matriisin Z, determinantti, joka saadaan matriisista Z, kun sen vii-
meisen sarakkeen ensimmdiinen termi korvataan ykkoselld ja muut termit nollilla.

Lépdisseen aallon kompleksisen paineamplitudin mddirittdiminen
Lapéisseen aallon paineamplitudille p, =p, saadaan kaavan (36) perusteella
py = Loy (145)
cos0,

Sijoittamalla sithen lauseke (144) saadaan ldpdisseen aallon paineen amplitudille tulos

w. 2pc, detZ .
Wz Zlnn — 7 Tn gy 146
cosf, detZ bs (146)

Rajoitutaan tdssé tyypilliseen tapaukseen, jossa rakenteen molemmilla puolilla on ilmaa,
jolloin p, =p, ¢, =c, 6, =0 . Rakenteen ddnenldpdisevyyskerroin 7, saadaan nyt kaa-
valla (58) ja ddneneristdvyys R, kaavalla (59).

pPr=¢

Kaksoisseindmdn didneneristdvyys

Kahdesta identtisesti laatasta ja niiden vélisestd ilmaraosta koostuva kaksoisseindméd on
tarked kdytdnnon sovellus. Liitteessd B on johdettu soveltamalla kaavoja (143) ja (146)
sen ldpdisseen aallon kompleksiselle paineamplitudille lauseke

p2ikh
N f b (147
l+Z cost9+(Z cosG)z(l_e_zjkzd)
pc 2pc
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missd d on laattojen vilisen ilmatilan paksuus ja 4 on laatan paksuus. Tdma tulos on
alun perin esitetty ldhteessé [9] silld erolla, ettd oikean puolen termi e**" puuttuu. Ero
johtuu siitd, etti kyseisessd artikkelissa laattojen paksuudet on otaksuttu ilmatilan pak-
suuteen ndhden havidvian pieneksi (2/d [0 1), kun taas téssi artikkelissa néin ei ole me-
netelty. Liitteessd B on myo0s johdettu kaksoisseindmin ddneneristavyydelle kaava lau-
seke
0 0 2
+Z cosH+(Z cosﬁ)z(l_e,zjkzd) . (148)
pc 2pc

R, =101g|l

Laatan aaltoimpedanssi on yleisessa tapauksessa kompleksinen ja voidaan esittdd muo-
dossa Z =X +jY . Vaimentamattomassa tapauksessa (77 =0) se on imaginaarinen ja
muotoa Z =jY , missd ¥ on reaalinen. (Tdmi voidaan todeta Kirchhoff-laatan tapauk-
sessa kaavojen (80) ja (77) sekd Reissner—Mindlin-laatan tapauksessa kaavojen (89) ja
(86) perusteella.) Liitteessd B on vield johdettu reaalimuotoinen kaava
{1 {1
R =101g1+ (=292 (cosk.d — L cos Osink.d)], (149)
Jole 2pc

jolla kaksoisseindmén déneneristdvyys voidaan laskea vaimentamattomassa tapauksessa.
Tamai tulos on esitetty ldhteessd [4]. Todetaan, ettd tdsséd artikkelissa kéytetty laattojen
paksuuksien tdsméllisempi késittely ei kuitenkaan paranna déneneristivyydelle saatavia
tuloksia.

IIma

Lasi 8 mm

Kaasu 12 mm
: 4 mm

IIma

Kuva 14. Kahdesta lasista ja niiden vilisestd kaasusta muodostuva ikkuna

Kahdesta lasista ja niiden viilisestd kaasusta muodostuva ikkuna

Tarkastellaan esimerkkind kuvan 14 kahdesta lasista ja niiden vilisestd kaasusta muodos-
tuvaa ikkunaa. Verrataan ikkunan déneneristavyyttd, kun vilikaasuna on ilma tai raskas
SF, -kaasu. Ilman tiheys ja d4nen nopeus ilmassa ovat p, =1,21 kg/m’ ja ¢, =343 m/s
sekd SF,-kaasun vastaavat suureet p, =6,12 kg/m’ ja ¢, =133 m/s. Lasin kimmomo-
duuli, Poissonin luku, hividkerroin ja tiheys ovat E=6,76-10" N/m*, v=0,33,
n=1-10" ja p=2400kg/m’. Kuvassa 15 on esitetty ikkunan #4neneristivyys R taa-
juuden / funktiona, kun vélikaasuna on ilma ja SF, -kaasu. Kuvissa 16 ja 17 on esitetty
ikkunan laskennallinen ddneneristavyyskdyrd, vertailukdyréd ja niiden avulla miéritetty
déneneristysluku R, kun vélikaasuna on ilma ja SF, -kaasu. Aéneneristysluvuiksi saatiin
ilman ja kaasun tapauksissa R, =24 dB ja R =31dB.
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Kuva 15. Ikkunan déneneristdvyys R taajuuden f funktiona
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Kuva 16. Ikkunan laskennallinen déneneristavyyskéyrd +, vertailukdyrd — ja niiden avulla
maédritetty déneneristysluku R, , kun lasien vélissé on ilmaa.
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Kuva 17. Ikkunan laskennallinen ddneneristavyyskayrd +, vertailukdyrd — ja niiden avulla maa-
ritetty ddneneristysluku R, kun lasien vilissd on raskasta SF, kaasua

Johtopaatokset

Artikkelissa késiteltiin rakenteiden ilmaddnen eristdvyyden laskennalliseen madrittdmi-
seen liittyvid kysymyksid ja laskennan eri vaiheita. Erityisesti tarkasteltiin laattoja ja niis-
t4 koostuvia kerroksellisia tasorakenteita. Aéiniaaltojen rakenteen molemmin puolin seki
mahdollisissa laattojen vilisissé raoissa oletettiin olevan tasoaaltoja. Laattojen otaksuttiin
olevan x, y —tason suuntaisia ja ulottuvan tasossaan ddrettoméan kauas. Ndiden otaksumi-
en vallitessa rakenteen ddneneristdvyydelle vinosti kohtaavalle d44niaallolle on olemassa
analyyttisid ratkaisuja, joista muutamia tissd artikkelissa pyrittiin johtamaan mahdolli-
simman selkedsti ja johdonmukaisesti. Tallaiset ratkaisut mahdollistavat rakenteen &4-
neneristivyyden méérittimisen diffuusille kentélle ja koko ddneneristdvyystehtdvin rat-
kaisemisen kohtuullisessa ajassa. Rajoitustensa vuoksi laskentamalli ei kuitenkaan huo-
mioi rakenteen tukia eikd sen liittymistd muihin rakenteisiin. Tdmén vuoksi silld saadut
tulokset eivét valttdmaéttd kovin hyvin vastaa laboratoriossa tai kenttdolosuhteissa saatuja
koetuloksia. Ne voivan kuitenkin olla suuntaa-antavia esimerkiksi verrattaessa erilaisten
rakenteiden ilmandidneneristavyytti toisiinsa.
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Liite A: Isotrooppisen Reissner—-Mindlin-laatan taipuman differentiaaliyhtélon johto
A.1 Laatan liikeyhtdlot rotaatiohitaus huomioiden

Koska rakenteiden mekaniikan oppikirjoissa ei tavallisesti esitetd laatan litkeyhtiloité ro-
taatiohitaus huomioiden, johdetaan ne tdssd. Differentiaaliseen laatan osaan vaikuttava
z —akselin suuntainen voimaresultantti on kuvan A.1 (a) perusteella

dF. = Qx %,
-0, +0 +—= dx)a’y+( Q +Q + p dy)dx + qdxdy
y

0 00 (A.1)
=(—=+—+q)dxdy,
S > q)dxdy
missd O, ja Q, ovat laatan leikkausvoimat ja ¢ on jakautunut kuorma.
(a) (b)
z
@Z p X ® 4 X
X X
0, o
® o,
00 M, ®
ay | 0.0 71 [® Or+—Tdx 00
ox q 0, +—dx
dy Qx J ® ¥ ox
®
o0, M_+ oM, dx
Q + ) dy 8Qy * ox
Y ay Qy + dy
)" y ay
oM .
(c) M, +——dy
z oy
& X
dx
Q v MJ’
T—>
M., 0, O dx
dV C’ ®C] &-q—l
O M.,
M, + —dx
- ox
0, |
) aﬁv 0, +
y oy

Kuva A.1 Differentiaaliseen laatan osaan vaikuttavia voimia ja momentteja liikeyhtédléiden
johtamista varten
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Differentiaaliseen laatan osaan vaikuttava momenttiresultantti sen keskipisteen kautta
kulkevan y - akselin suuntaisen akselin suhteen on kuvan A.1 (b) perusteella

dx o0 dx
dM  =—-0.dy——(Q, +—=dx)dy—
, =—0.dy 5 (e o x)dy 5

oM oM
+(-M +M +—=dx)dy+(-M + M  +—=dy)dx
: ox > oy

- (A.2)

Ox

oM. oM
~ (-0, +—=X+—")dxdy.
T Ox oy
Differentiaaliseen laatan osaan vaikuttava momenttiresultantille sen keskipisteen kautta
kulkevan x—akselin suuntaisen akselin suhteen saadaan kuvan A.1 (c) perusteella vas-

taavasti

oM 160
=(-0, + +—)dxdy ———=*dx’d
(=0, ay)xyzaxxy

oM, oM,
dM_ =0, - % % )dxdy. (A.3)

Lausekkeissa (A2) ja (A3) M, ja M ovat laatan taivutusmomentit ja M =M on
vaantdmomentti. Momenttiresultanttien dM ja dM positiiviset suunnat on valittu tésséd
oikean kdden ruuvisddnnon mukaisesti. Jaykéksi kappaleeksi otaksutun differentiaalisen
laatan osan vastaavia rotaatiokomponentteja merkitéan téssa 6, ja @, . Sen liikeyhtélot
ovat

2 2 %0
dF. = mdxdy%, dM._ = dedy%, dM, = Jdxdy — (A.4)

missd m on laatan massa ja J sen rotaatiohitaus pintayksikkod kohti ja w on taipuma.
Rotaatiokomponenteilla 6, 6, ja laatan normaalin kiertymilld ¢_, ¢ on yhteydet
0.=¢, 0, =-¢,. (A.5)

Niitd kdyttden laatan osan litkeyhtélot (A.4) saavat muodon
2

o'w o’ O0g
dF =mdxdy—-, dM_ =-Jdxd L dM_ = Jdxd =
: Yo g Y o ) o
Sijoittamalla ndihin lausekkeet (A.1), (A.2) ja (A.3) ja jakamalla puolittain tulolla dxdy
saadaan laatan liikeyhtdloiksi

a 2
%4_&: + dW

2

(A.6)

ax oy UM

oM d’
0, = M, Py g (fy , (A.7)
ox oy dt

oM_ oM d?
0 =—>"+—=+J q;".
’ ox oy dt
Tavanomaiset litkeyhtdlot, joissa rotaatiohitautta ei huomioida, saadaan néisti
asettamalla J =0.
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A.2 Isotrooppisen Reissner—Mindlin-laatan taipuman differentiaaliyhtdilé

Johdetaan isotrooppiselle Reissner—Mindlin-laatalle osittaisdifferentiaaliyhtélo, jossa
tuntemattomana on pelkéstddn taipuma. Laatan muut yhtélot liikeyhtildiden (A.7) liséksi
oletetaan tdssd yleisesti tunnetuiksi ja annetaan ilman johtoa. Normaalin kiertymien,
taipuman ja liukumakulmien yhteydet ovat

ow ow
— — . (“ R _ —— 5 .8
ox s Yoy Ty (A.8)

missé y, ja y, ovat liukumakulmat. Momenttien ja normaalinkiertymien yhteydet ovat

?. =

0 0 - 0
YA Tk SV S VA, s MY S W VY L s S S TNy
Ox Oy Y Oy Ox g 2 90y Ox
missd B on laatan taivutusjdykkyys. Leikkausvoimien ja liukumakulmien yhteydet ovat

0, =8y, O,=57, (A.10)
missd S on laatan leikkausjaykkyys. Johdetaan taipuman differentiaaliyhtdlo ldhtien
ndistd yhtdloistd. Yhtéloistd (A.7) ja (A.9) seuraa

0 dp Op O*w
(BV* - —2)(&+Ey)=q—m¥, (A.11)
missi
v2=a—82+§. (A.12)
x° oy

Sijoittamalla tdhdn normaalin kiertymien lausekkeet (A.8) ja ottamalla huomioon
yhteydet (A.10) saadaan

2 2 2
(BV —J—)(aw ow 2 BV -J L% Qy)_ _mé_zv (A.13)
o s ax oy ot
ja ottamalla vield huomioon yhteys (A.7a) ensin
i Ila vield h hteys (A.7a)
2 o* 1 o*w o*w
BV? —J —)W’w—(BV>-J—=)—=(—q+m —qg-m—, A.14
( atz) ( aﬁ)s( q azz) g=—m—; (A.14)
sitten
(vz—ﬂa—z)(sz —Ja—z)w+mazw _a-Lv +ia—2) (A.15)
S o o o s’ Tsar? '
ja lopuksi
B o'w  mJ o'w o’w B J 0%q
Viw—(J+ 22y C O i E - 2vg+ 2 2L (ALl6
gV s o T T e (A

Tatd yhtdlod kutsutaan tissd artikkelissa isotrooppisen Reissner—Mindlin-laatan taipuman
differentiaaliyhtédloksi. Se on esitetty homogeeniselle laatalle lahteesséd [8]. Kirjoittajan
késityksen mukaan vastaavaa yhtdlod, jossa tuntemattomana on pelkki taipuma, ei voida
johtaa ortotrooppiselle Reissner—Mindlin-laatalle.
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Liite B: Kaksoisseindmén déneneristdvyyden kaavojen johto

T 1] 1 Jh
d z 2+
Z I A
] 2 h

Kuva B.1 Kaksoisseindma

Tarkastellaan kuvan B.1 kahdesta identtisesti laatasta ja niiden vélisestd ilmaraosta koos-
tuvaa kaksoisseindméi. Kaavan (143) perusteella impedanssimatriisin alkioille saadaan

Zn:Zzz:ZL+ r (l—jCOtkzd):ZL+ pe_sink.d —jcosk.d

cos 6 cosd sink,d
5 . pc coskd+ijsinkd . 2pc e’
=7 - . =7 + hd __jkd
cosd sink.d cosf e —e (B.1)
e L _2pe 1 '
cosO 1—e 0 cosf | 1—g
A N 2 1 2pc 1 __ 2pc e !
= o= cos@sink.d  cos@ e’ —e ! cos@ 1—e "
missd otettiin kdyttoon viliaikainen lyhennysmerkinté
Z cosf
= e (B.2)
Lapdisseen aallon amplitudille p, saadaan kaavan (146) perusteella
f) — ejkzzz+ 2pC det Z2 I,S — ejkz(d+2h) 2pC _221 f) ) (B.3)
’ cos@ detZ ' c0s@ Z, 2, —Z,Z,, '
ja sijoittamalla tdhdn tulokset (B.1) edelleen
o el
— jk.h
N ik(de2h) 12k A et -
pr=¢ 1 PR 2y +y7(1—eY) P (B4
(v+ —Z'kd)z_ ~2jk.d
l—e (1-ey?
ja huomioimalla yhteys (B.2) lopulta
. erkzh .
Py =— : B, (B.5)
n Z cosd +(Z cos 49)2(1 ek
yols 2pc
Adneneristivyyskertoimelle saadaan nyt
~ 12
p 1
=l = 0 0 2 (B.6)
p; Z cos@ 7 cos@
+ +

( Y (1-e )
Jolé 2pc

‘1
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ja ddneneristivyydelle

R, 5101gi=101g‘1+
T

Z

- 2
z z .
cosd i cos a)z(l—e’zﬂ‘zd) .
fols 2pc
Vaimentamattomassa tapauksessa (77 = 0) aaltoimpedanssi on muotoa Z = jY ', missi
Y on reaalinen. Lauseke (B.7) saa tilloin aluksi muodon

(B.7)

B . 2
R, =10lg|i+j 080 X oSOy aia) (B.8)
2pc
Kayttamalla viliaikaista lyhennysmerkintaa
_ Y cos@ B.9)
2pc '
muokataan lauseketta (B.8) edelleen seuraavasti
R, =101g[1+2jf - f*(1-¢ )
=101g[1+2j5~ B (1 —cos 2k d + jsin 2k d)|
=101g|l+2jB -2 (sin’ k.d + jsin k.d cos kzar)\2
=101g[1-2/%sin’ k.d +2j(~ B sink.d cos k.d)| (B.10)

=10lg[(1-28"sin’ k.d)* +4(B — B’ sink.d cos k_d)’]
=101g[l1+4/(cos’ k.d —2Bsink.d cosk.d + 3° sin” k_d)]
=101g[l1+48°(cosk.d — Bsink.d)’].

Huomioimalla yhteys (B.9) saadaan kaksoisseindmén ddneneristivyydelle reaalimuotoi-
nen kaava

Y'cos@ .

il
V' cos¢ sink.d)’] . (B.11)

R, =101g[1+( ) (cosk.d —
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